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viii INHALTSVERZEICHNIS

0.1 Vorwort

Wage ich, Dilettant auf dem Gebiet der Mathematik, dem Leser sicherlich un-
zuldngliche Betrachtungen zur Geometrie der Zetafunktion vorzustellen, so —
neben niederen Beweggriinden der Hoffnung auf Ruhm, Ehre und eine Million
Dollar, die dem winken, der die Riemannsche Vermutung bestétigt — deshalb,
da ich glaube, mit dem von mir gewéhlten Zugang zu dieser Thematik einen bis-
her nicht — oder zumindest wenig — gebrauchlichen Weg zu beschreiten. (Hat
nicht Egon Friedell ein Buch ,Lob des Dilettantismus* geschrieben?)

Moégen die Darstellungen andere anregen, die Geheimnisse der Zetafunktion und,
damit verbunden, der Verteilung der Primzahlen auf neuen Pfaden weiter zu
erkunden. Den Lesern muss ich es iiberlassen, zu beurteilen, ob es mir gelungen
ist, einem Nachweis iiber die Korrektheit der Riemannschen Vermutung niher
zu kommen. Immer wieder iiberraschen die damit verbundenen Zusammenhénge
durch ihre Vielfalt und versetzen uns in Erstaunen und Ehrfurcht.

Ertingen, 2/2007, Thomas Kromer



Kapitel 1

Beobachtungen zur Geometrie
der Zetatunktion

1.1 Einleitung

Die Zetafunktion ist definiert als die Summe der unendlichen Reihe(mit der na-
tiirlichen Zahl n und der komplexen Zahl s):

U - | 111
()= =D — =14ttt
n=1 n=1

Wie bekannt, kann sie nach Euler auch als Produkt unendlich vieler Terme ge-
schrieben werden, in welchen jede Primzahl einmal vorkommt:

1 1
X:E:Hlii (1.1)
n p p*

Hierbei ist n eine ganze positive Zahl (n=1,2,3, ...), wihrend p alle
Primzahlen (p=2,3,5,7,11, ...) durchlauft. Diese Gleichung machte Riemann zum
Ausgangspunkt seiner berithmten Abhandlung]1].

Die Werte der komplexen Zahl s = Re(s) + Im(s) - 4, mit Re(s), Im(s) € R, fiir
welche ((s) den Wert Null annimmt, flieken in Terme der Formel zur Berech-
nung der Anzahl der Primzahlen unterhalb einer Gréfse x ein und erlauben eine
prinzipiell exakte Bestimmung dieser Grofse x.
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Riemann hat vermutet, dass alle Nullstellen auf der Geraden parallel zur y—Achse
des Koordinatensystems durch den Punkt 0,5+0-¢ liegen [1]. Diese Nullstellen fiir
Re(s) = 0,5 werden ,nichttriviale“ Nullstellen genannt. Weitere Nullstellen, die
sogenannten ,trivialen“, liegen auf der negativen x—Achse, sind aus der Funktio-
nalgleichung der Zetafunktion leicht abzuleiten und spielen keine weitere Rolle in
der Theorie der Primzahlen. Alle Bemiithungen, diese ,,Riemannsche Vermutung*
zu beweisen, sind bisher letztlich gescheitert. Es konnte aber gezeigt werden, dass
alle Nullstellen innerhalb des Bereiches 0 < Re(s) < 1 (dem sogenannten ,kriti-
schen Streifen“) entlang dieser Gerade, dass unendlich viele Nullstellen auf dieser
liegen und diese auf der kritischen Gerade liegenden Nullstellen mindestens 40%
aller nichttrivialen Nullstellen ausmachen [2][6][9].

Nach der von Riemann aufgestellten symmetrischen Form der Funktionalglei-
chung der Zetafunktion:

II(-1)m s =TI (5" 1) Fea-a

(wobei ] (s) die Erweiterung der Fakultatsfunktion auf alle komplexen Zahlen
bezeichnet,

fiir welche gilt [2]:
[Is)=s]]s 1)

(Legendre fiihrte die Notation T'(s) (Gammafunktion) fiir [J(s — 1) ein, diese
wurde aber von Riemann und auch Edwards nicht benutzt)).

ergibt sich eine Symmetrie der Funktionalgleichung beziiglich der kritischen Ge-
raden parallel zur y—Achse durch den Punkt 0,5 auf der x—Achse [2], S.14 und [3],
S. 30. (Um mit Edwards zu sprechen: Die Funktion auf der linken Seite von 1.1
bleibt unverdndert bei der Substitution s = 1 — s [2](S.14)). Sollte es eine Null-
stelle der alternierenden Zetafunktion fiir einen Wert von s mit Re(s) = 0,5+ d
geben, so auch fiir Re(s) = 0,5 — d (sowie auf Grund der offensichtlichen Sym-
metrie zur x—Achse auch fiir ihre konjugierten Werte) [2][3].

Inzwischen ist auch fiir extrem hohe Werte von T' = I'm(s) < 2,4 - 10'? und eine
entsprechend hohe Zahl N(T) > 10'® an nichttrivialen Nullstellen bekannt, dass
die Riemannsche Vermutung zutrifft [7]. Es gilt also nunmehr, deren Richtigkeit
auch fiir die bisher nicht untersuchten noch héheren Werte von I'm(s) zu priifen.
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Eine hervorragende Ubersicht iiber diese Ergebnisse bieten die im Literaturver-
zeichnis, welches extrem rudimentér nur einen ersten Einstieg in das Thema er-
moglichen soll, aufgefiithrten Lehrbiicher[2][3].

Wer die bisher erreichten Erkenntnisse und die Geschichte der Erforschung der
Zetafunktion néher kennen lernen will, wird in den bewundernswerten Standard-
werken, insbesondere [2], aber auch in vielfdltigen Arbeiten, welche iiber das
Internet zugénglich sind, sowie an erster Stelle den Originalarbeiten[1], fiindig
werden.

1.2 Geometrische Darstellung

Um den Wert der Zetafunktion fiir einen bestimmten Wert von s = Re(s) +

Im(s) - i zu erhalten miissen wir unendlich viele Vektoren v, = v addieren.
1
Thre Lange [,, (ihr Modulus) bestimmt sich zu [, = Rl ihr Winkel zur x-
n e(s
Achse(ihr Argument) als ¢, = Im(s)in(n) , dem Produkt des Wertes von Im(s)
mit dem natiirlichen Logarithmus von n, der Winkel des Vektors v, +1 zum jeweils
vorhergehenden Vektor v, als @qirr = Im(s)(In(n+1) —In(n)). Betrachten wir
einen Verlauf des Graphen der Zetafunktion (Abbildungl.1):

Beginnend beim Punkt 1 auf der x—Achse(Lénge des Vektors fiir n = 1 ist fiir
alle Werte von Re(s) gleich 1, der Winkel zur x—Achse 0, da in(1) = 0), sehen
wir zunéchst einen chaotisch anmutenden Verlauf, welcher dann in regelméfige
Spiralbewegungen {ibergeht. Schlieflich entwickelt sich nach mehreren Richtungs-
anderungen eine endgiiltige Spiralbewegung (Abbildungen 1.6, Seite 10, 5.1, Seite
34, 1.2und 1.3, Seite 6) mit immer grofer werdendem Radius, welche sehr regel-
mékig einen Punkt der komplexen Zahlenebene umkreist).

In den Darstellungen des Verlaufs der Zetafunktion fir grofere Werte von I'm(s)
sehen wir fiir hohere Werte von n immer regelméfigere geschwungene Abschnit-
te, zwischen welchen enge spiralige Wirbel liegen. Die Winkel ¢,, zwischen den
Vektoren v,, und v,,—1 (mit n > 1) werden mit hoherem I'm(s) grofer. In jedem
geschwungenen Abschnitt verringert sich der Winkel zwischen aufeinanderfolgen-
den Winkeln im Vergleich zum vorhergehenden geschwungenen Abschnitt um 27.
Beim letzten geschwungenen Abschnitt vor Beginn der letzten Spiralbewegung,
die die immer grofler werdende Schlussspirale bildet, liegt dieser Winkel zwischen
aufeinanderfolgenden Vektoren bei der aufsummierenden Zetafunktion zunéchst
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Abbildung 1.1:

Verlauf der Zetafunktion(Beispiel fiir s = 0,5 + 10026, 5 - %)

etwas oberhalb von 27. Das gerade Stiick im geschwungenen Abschnitt kenn-
zeichnet den Ubergang von Werten etwas oberhalb zu Werten unterhalb von 2.
Allgemein kennzeichnet der gerade Abschnitt den Ubergang um k - 27. Die ge-
schwungenen Abschnitte werden dabei mit htherem n und zunehmendem I'm(s)
immer ldnger. Der Winkel zwischen den Vektoren nimmt mit dem Kehrwert von
n ab, die Moduli der Vektoren aber mit dem Kehrwert der Quadratwurzel von n
(fiir Re(s) = 0,5), wie wir in den néchsten Abschnitten (Seite 17) sehen werden.
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Die engen spiraligen ,Wirbel“ zwischen den geschwungenen Abschnitten kenn-
zeichnen den Ubergang um kw. Die Vektoren sind in den ,Wirbeln“ in ihren
Argumenten jeweils grosso modo entgegengesetzt gerichtet.

Die letzte Spirale vergrofert sich unbegrenzt, aber: Fiir h6here Werte von I'm(s)
wird die divergierende Spirale immer enger, so dass schon rasch, z.B. bei Werten
von Im(s) > 1000 zunédchst kleine, sehr kompakte Scheiben entstehen, die das
jeweilige Zentrum dieser Spirale sehr exakt markieren.

Wir koénnen den Radius der endgiiltigen divergierenden Spirale berechnen: Aus
dem Verhiltnis der Lange der einzelnen Vektoren zum jeweiligen Winkelzuwachs
ergibt sich der Radius r (beim Vektor v,,) zu:

nlfRe(s)

T m(s)

Ublicherweise wird darauf hingewiesen, dass der Funktionswert der Riemann-
schen Zetafunktion und der Konvergenzpunkt der aufsummierenden Zetafunktion
im Bereich der komplexen Zahlenebene mit Re(s) > 1 zusammenfallen (,coinci-
de* nach Edwards[2]), wogegen im Bereich des kritischen Streifens die analytische
Erweiterung der Zetafunktion verwandt wird, um hier ebenfalls eine Konvergenz
zu erhalten. Dabei ist dann der Zusammenhang zwischen dem Konvergenzpunkt
der Riemannschen Zetafunktion und der aufsummierenden Zetafunktion nicht
mehr gegeben, es wird auf die Divergenz der letzteren in diesem Bereich der
komplexen Zahlenebene verwiesen. Fiir alle Werte von s mit 0 < Re(s) fallen
aber der Funktionswert der Riemannschen Zetafunktion und das Zentrum der
endgiiltigen Spiralbewegung der Vektoren der aufsummierenden Zetafunktion zu-

sammen. Diese beginnt, wie spater noch betrachtet wird, mit dem Vektor v,, mit

Im(s)

n = . Als einzige Ausnahme sind dabei die Werte von s, welche auf der

m
x-Achse liegen, zu sehen.

Fiir Werte von Re(s) > 1 konvergiert diese Spirale (Abbildung 1.4), mit Re(s) =
1 ergibt sich ein Kreis, fiir Werte von Re(s) < 1 divergiert diese Spirale.

Der Funktionswert der Riemannschen Zetafunktion ldsst sich auch durch eine
verdnderte Euler-Maclaurin-Formel, die von Edwards stammt([10]), berechnen
(fiir Werte von Re(s) > —2):

=2

‘11+11 P SR
ns 2N s—1Ns—1 12.Nstl

C(s,N) :=

n

1
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Im(s) = 180, Re(s) = 0,5 Im(s) = 800, Re(s) = 0,5
nmax = 43250 nmax = 30558

Radius der Spirale

Vnmax 207,966 \nmax  174,80846
r= = = 1155368 1= = = 0,21851
Im(s) 180 Im(s) 800

Abbildung 1.2:
Beispiele fiir die Berechnung der Radien der endgiiltigen Spiralbewegung

Abbildung (1.5, Seite 9).

In dieser Arbeit soll eine von mehreren moglichen Erweiterungen der urspriing-
lichen Zetafunktion zur Darstellung herangezogen werden, die alternierende Ze-
tafunktion, diese zeigt auch im Bereich der komplexen Zahlenebene mit 0 <
Re(s) < 1 Konvergenz, weist dieselben Nullstellen auf wie die Riemannsche Ze-
tafunktion und ist doch deutlich anschaulicher als die Funktionalgleichung.

Da fiir die Frage der Korrektheit der Riemannschen Vermutung dieser Bereich der
komplexen Zahlenebene allein interessiert, sollen sich die folgenden Darstellungen
auf diese Werte von 0 < Re(s) < 1 beschrénken.
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Im(s) = 63019,5
Re(s) = 0,5

nmax = 199998

Radius der Spirale:

U nmax 447,21135

r= =

Im(s) 63019,5

=0,00709639

Abbildung 1.3:
kompakte Spirale bei hoherem I'm(s), n = 199998. Trotz des hohen Wertes von
n ist die endgiiltige Spiralbewegung auf Grund des geringen Radius lediglich
als Punkt innerhalb der letzten konvergierenden Spirale dargestellt.

1.2.1 Die summierende und die alternierende Zetafunktion

Wir gelangen zur alternierenden Zetafunktion, indem wir zunéchst die Zetafunk-

1
tion mit dem Faktor 2 multiplizieren:

22 C5) = Coven(5) = 55 + 35+ gz H o
Hierdurch erhalten wir eine Teilmenge der Zetafunktion, welche nur aus den Ter-
men der Zetafunktion mit geradem n besteht, wir wollen sie (eyen (s) nennen. Thre
komplementére Teilmenge (,q4(s) besteht aus den Termen der Zetafunktion mit

ungeradem n:

1 1
Codd(s) = 1+§+575+

Offensichtlich gilt: ((s) = (oaa(s) + Coven($)
Subtrahieren wir schlieflich (eyen(s) zweimal von ((s), so erhalten wir die alter-

nierende Zetafunktion (,;:(s), bei der alle Terme mit ungeradem n addiert, solche
mit geradem n subtrahiert werden.
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I
(5]

x=1 X

Summierende Zetafunktion, oben: rasche Konvergenz fiir: s = 1,25 + 30,42 *i
Abbildungen unten: Konvergierende Spirale fiir steigende Anzahl von Vektoren(S-fach vergriofiert)

- / i /
e / / 7
— p N .-"lr r’" s /
' e / / /
“ / /
/ / /
/ !
0<n<101 0<n<1001 0 <n<35001

Abbildung 1.4:
Konvergierende Spiralbewegung fiir Re(s) > 1

& (e 1
Calt(s)*;T—l—ﬁﬁ-?_E-f—...

Die alternierende Zetafunktion, welche auch Dirichlet-n-Funktion[5] genannt wird
und eine analytische Fortsetzung der Zetafunktion im Bereich des kritischen Strei-
fens darstellt, ist mit der Zetafunktion iiber folgende Gleichung verbunden:

Care(s) = 1(s) = (1 = 2'7°)¢(s) (1.2)

Die Etafunktion 7(s) weist im Bereich des kritischen Streifens (mit 0 < Re(s) <
1) fiir dieselben Werte von s Nullstellen auf wie die Zetafunktion (da der Term
(1 —2'7%) in Gleichung 1.2 nur fiir den Wert Re(s) = 1 Null werden kann), so
dass auf sie die Riemannsche Vermutung ebenso zutrifft und deren Korrektheit
auch anhand der Nullstellen der 7(s)-Funktion untersucht werden kann [4][5].
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Abstand der Mitte der Konver pirale vom Nully t und
Betrag der Zetafunktion

10

Re(s)=0,5 400 <Im(s) <432
Im(s)

o g N e ;
L
Verlauf C (S) fiir einzelne Werte Mittelpunkt der Riemannsche Zetafunktion
von Im(s) endgiiltigen Spiralbewegung (nach Edwards)

Abbildung 1.5:
Vergleich des Verlaufes des Mittelpunktes der divergierenden Spiralbewegung
der summierenden Zetafunktion (unten links und Mitte) und des Funktions-
wertes der Riemannschen Zetafunktion(nach Formel 1.2, Seite 5)

Zur Unterscheidung soll im weiteren mit ,Zetafunktion“ die urspriingliche, auf-
summierende Funktion gemeint sein. Die Begriffe ,alternierende Zetafunktion*
und ,Etafunktion werden im folgenden Text synonym verwandt. ,Riemannsche
Zetafunktion® schliefllich soll die durch die Funktionalgleichung nach Riemann
zu berechnende analytische Erweiterung der Zetafunktion bezeichnen.

1.2.2 Die Teilsummen (,q4(s) und Cepen($)

Betrachten wir kurz das Zusammenspiel von (yqq(s) und Cepen(s): Es gilt: ((s) =
Codd(s) + Ceven(s) und ebenso: Calt(s) = Codd(s) - Ceven (5)
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Die vier Funktionen (oq4d(s) , Ceven(s) » €(8) und (ui+(s) sind zusammen in einem
Beispiel in Abbildung 1.6 dargestellt:

e
I
(8}

f:i\\ ¢(s)
Covens)  (H— \\@U e o)
-

Catt(8)

Im(s) = 15,93
Re(s) = 0,5

y=-2

Abbildung 1.6:
Gemeinsame Darstellung von Coq4q($s) , Ceven(8) , €(s) und Cai(s)

Codd(8) und (eyern () miandrieren zunéchst durch die Zahlenebene, gelangen dann
jeweils an einen Punkt, bei dem das Zentrum der stetig sich vergréfsernden Spirale
liegt. Auch ihre Summe ((s) fiihrt (fiir Werte von Re(s), welche innerhalb des
kritischen Streifens liegen) eine gleichartige Spiralbewegung aus, wohingegen ihre
Differenz, (4:(s) auf einen Punkt hin konvergieren kann.

Zum Vergleich ist die Entwicklung der Zetafunktion, die sich ergibt, wenn wir
ihren Wert als Euler-Produkt entsprechend Gleichung 1.1 durch sukzessive Mul-
tiplikation errechnen, in Abbildung 1.7 dargestellt.
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11

Re(s)=0,5
Im(s) = 14,1

Abbildung 1.7:

Bildung des Eulerproduktes durch sukzessive Multiplikation, 1 < n < 10°




Kapitel 2

Selbstahnlichkeit der
Zetafunktion

2.1 Abbildungen — Produkte — der Zetafunkti-
on

Die Funktion (eyen(s) haben wir durch Multiplikation der Zetafunktion mit dem

Faktor 5 erhalten. Ebenso kénnen wir die Zetafunktion (oder auch die alternie-

1 1 1
rende Zetafunktion) mit weiteren Faktoren 3 1o oder generell — multiplizie-

ren und erhalten dann verkleinerte, und um das Argument des jeweiligen Faktors
rotierte, Abbilder der Zetafunktion.

1
Nicht selbstverstandlich ist, dass die Multiplikation mit 2 die Funktion (eyen

erzeugt, das heifit, wir nehmen jedes zweite Glied der originalen Zetafunktion
und bilden daraus eine neue Unterfunktion der Zetafunktion, eben (eyern. Und
diese Funktion, welche aus jedem zweiten Vektor der Zetafunktion gebildet wird,
ist wieder ein perfektes Abbild der Zetafunktion selbst! Die Multiplikation mit

1

3 kénnen wir durchfiihren, indem wir jeden dritten Vektor der Zetafunktion
nehmen und diese entsprechend addieren. So erhalten wir wiederum ein (kleine-
res) Bild der Zetafunktion. All diese Untermengen der Zetafunktion zeichnen sich

12
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dadurch aus, dass das Verhéltnis zwischen der Lénge des ersten Vektors und der
1
des zweiten dem Wert 2 entspricht, ihr Winkel zueinander eben dem Winkel

zwischen dem ersten und dem zweiten Vektor der Zetafunktion. Entsprechendes
gilt auch fiir die weiteren Terme der neuen Funktionen. So gibt es unendlich
viele Abbilder der Zetafunktion durch die Multiplikation der Zetafunktion mit

1
— mit m € N. Alle Vektoren dieser Abbildungen sind Teil der urspriinglichen

m
Zetafunktion.

Bilden wir nun nicht nur die verkleinerten Abbilder der alternierenden Zetafunk-
tion, sondern durch Multiplikation mit 2°, oder auch durch Multiplikation mit
dem Faktor 2%, das heifit, mit dem konjugierten Wert zu 2%, entsprechende vergrs-
Rerte Abbildungen: Die Multiplikation der Vektoren der alternierenden Zetafunk-
tion mit dem Wert 2° fiihrt zu einer Streckung der alternierenden Zetafunktion
um den Faktor 2%¢(*) und einer Drehung aller Vektoren um das Argument des

1
Vektors oTh Die Argumente der Einzelvektoren der Funktion, die wir durch die

Multiplikation der alternierenden Zetafunktion mit dem Faktor 2° erhalten, sind
dann identisch mit den Argumenten der verkleinerten Abbildung der Zetafunk-

1
tion ﬁg‘ — alt(s) (Abbildung 2.1). Aber- ist es nicht verbliiffend, dass wir z.B.

den siebzehnten, den vierunddreifigsten usw. Vektor der Zetafunktion nehmen
konnen, diese addieren und so ein perfektes verkleinertes Abbild der Zetafunktion
erhalten?

Solche perfekte Selbstahnlichkeit ist auch eine Eigenschaft logarithmischer Spi-
ralen.

2.2 Logarithmische Spiralen und die Zetafunktion

Setzen wir s = 0,5 — 4, so bestimmen sich die Argumente der Vektoren v,, der

Zetafunktion allein nach dem natiirlichen Logarithmus von n, ihre Lénge [,, aus
1 1
I, = ReG) = jeweils als Kehrwert der Quadratwurzel von n. Die Endpunkte
n n
all dieser Vektoren liegen auf einer logarithmischen Spirale. In Polarkoordinaten

lautet ihre Gleichung allgemein:

p= e5FP — eRe(s)*goJrIm(s)*i*gp _ eRe(s)*go *elm(s)*i*ap

Wollen wir auf den komplexen Exponenten s verzichten, so kénnen wir mit den
reellen Zahlen Re(s) und I'm(s) entsprechend der Gleichung der logarithmischen
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6§Calt (3)

Re(s) = 0,75

Im(s) =2
Abbildung 2.1:

Produkte(Abbildungen) (u11(s), m®Caie(s) der alternierenden Zetafunktion

(1 <m <6), Re(s) =0,75, Im(s) =2

Spirale in Polarkoordinatenform:
p = aek®
(mit a>0)
schreiben:
Re(s)
p:eIM(S)¢ (21)

(im untersuchten Fall a = 1).
Dies ist dargestellt in Abbildung 2.2 links: Die Vektoren v, der Zetafunktion

fiir s = 0,5 — ¢ bilden die Radien dieser Spirale an ihren zugeordneten Winkeln

on = In(n).
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2.3 Die Pythagoreische Spirale und eine Kreistei-
lung (I)

Wie in Abbildung (2.2, Seite 15) rechts dargestellt, kénnen wir Vektoren mit
Modulus % auch erhalten, indem wir die unterhalb der x—Achse dargestellte
Spirale durch Konstruktion dhnlicher Dreiecke in den Einheitskreis hinein fort-
setzen (Inversion am Einheitskreis). Vektoren der Lange ﬁ, welchen wir bei der

Zetafunktion im Falle Re(s) = 0,5 begegnen, erscheinen in mehrfacher Form in
dieser Konstruktion(Abbildung(2.2) rechts):

= -

Abbildung 2.2:
Logarithmische Spirale(Zetafunktion)(fiir s = 0,5 —4) und Spirale nach Pytha-
goras(angegeben sind jeweils die Streckenléngen)

So haben die Radien der in den Einheitskreis hineinlaufenden Spirale jeweils die

Lénge ﬁ, ebenso aber auch die tangential am Einheitskreis anliegenden, parallel

zu den Katheten der Lénge 1 der divergenten Spirale verlaufenden Abschnitte,

welche unterhalb der x—Achse dargestellt sind. Mit zunehmendem n bilden diese
1

tangentialen Vektoren der Lange Tn den Einheitskreis immer exakter nach.



Kapitel 3

Moduli und Argumente der
Vektoren

3.1 Moduli der Einzelvektoren und die Differenz
ihrer Argumente

Auch die Grébe In(n) — In(n — 1), welche den Winkel zwischen zwei aufeinan-
derfolgenden Vektoren(mit n > 1) der Zetafunktion (mit I'm(s) £ 1) beschreibt,
findet sich in sehr guter Annédherung mehrfach in der zuletzt beschriebenen Figur.

Um dies néher zu erldutern soll auf die Beziehung zwischen den Funktionen

flz) = % und der Funktionf(z) = In(z) eingegangen werden:

Wie in Abbildung 3.1, Seite 17 dargestellt, ndhert sich die Summe der Lénge
der Vektoren der Zetafunktion (mit Re(s) = 0,5) mit zunehmendem n immer
genauer dem Integral der Funktion f(z) = % an, bildet dessen untere Grenze.

Die Winkel zwischen den Vektoren v,, und v,_1(mit n > 1) der Zetafunktion
(mit I'm(s) = 1) bestimmen sich als Differenz der natiirlichen Logarithmen der
jeweiligen Zahlen n und n— 1. Nun ist die Logarithmusfunktion eine Stammfunk-
tion der Funktion f(z) = 1, mithin die Differenz In(n) — in(n — 1) darstellbar als
Fliche unterhalb der Kurve der Funktion f(x) = 1 im Intervall mit den Grenzen

x

16



=1 — 1
3.2. DIE FUNKTIONEN F(N) = J-ON UND F(N) = i 17
47 4 :
314 3
| 1) = 1/(x0,5) )= 1/x

21 2

\‘ In(2) - In(1
N \\___7_277_7_ 1.‘](3/\0'5) N n(2) - In(1)

1 2 k] ; 5 6

Abbildung 3.1:
Langen und Winkel der Vektoren und der Zusammenhang mit den Funktionen:
f@) = % und f(a) = 2

n und n — 1 (mit n > 1). Diese Fldche wird aber fiir grofie n immer besser ange-

1
nahert durch den Wert E(Abbildung 3.1 rechts), der wiederum dem Quadrat des

1
Wertes — entspricht. Fiir groke n entspricht die Differenz der Winkel zwischen

vn

. . . 1
zwei aufeinanderfolgenden Vektoren v,,_; und v, immer genauer dem Wert —
n

und damit im Falle Re(s) = 0,5 und I'm(s) = +1
dem Quadrat der Lange des Vektors v,.

3.2 Die Funktionen f(n) = ﬁ und f(n) = \/iﬁ

Noch genauer als durch den Wert % wird die Differenz der Winkel zweier Vekto-
ren n (mit n > 1)und n — 1 angendhert durch die Grofe L__ In sie gehen

vn(n—1) )

beide Grenzen des Intervalls [n, (n — 1)] des Integrals der Funktion f(x) = -

ein. Mit dieser Grofe erhalten wir von Beginn an eine sehr gute Anndherung an
die Differenz der natiirlichen Logarithmen von n und n — 1. Wir begegnen dieser

Grofe (1 = auch bei der Spirale nach Pythagoras in Abbildung 2.2: Bei der

auf den Nullpunkt zulaufenden Spirale im Inneren des Einheitskreises haben die
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Segmente, welche letztlich die Spirale bilden, die Lange \/ﬁ Die Lange die-

ser Spirale vom Punkt 1 auf der x—Achse bis zum Radius der Lénge % entspricht
dann sehr genau dem natiirlichen Logarithmus von n. Diese Pythagoreische Spi-

. . L . 1 . _
rale wird also aus Strecken der Langen \/ﬁ(als Radien), und W ey (als Spiral

segmenten)gebildet. Beide Werte spielen aber bei der Zetafunktion im Falle von
Re(s) = 0,5 als Lange der Vektoren und bei der Bestimmung der Differenz der
Winkel zwischen aufeinanderfolgenden Vektoren eine entscheidende Rolle, wobei
die Léngen der Vektoren identisch sind, die Winkel zwischen den Vektoren bei
der Zetafunktion im wesentlichen dem Quadrat der Winkel zwischen den Radien
der Pythagoreischen Spirale, multipliziert mit dem Wert I'm(s) entsprechen.

3.3 Die Pythagoreische Spirale und eine Kreistei-
lung (II)

Addieren wir die Radien der innerhalb des Einheitskreises verlaufenden Pythago-
reischen Spirale, wie wir dies von den Radien der logarithmischen Spirale bei der
Zetafunktion kennen, so erhalten wir ein (etwas verschobenes) Abbild des Ein-
heitskreises (Abbildung 3.2 rechts). Die Addition von Vektoren v,,, deren Lénge
jeweils dem Kehrwert der Quadratwurzel der ganzen Zahlen n entspricht, kann so
als Losung einer Kreisteilungsaufgabe aufgefasst werden. In einem solchen Falle
kénnen wir argumentieren, dass die Summe der beteiligten Vektoren Null ergibt,
da der Graph ja immer wieder am Ausgangspunkt anlangt, sich die Summe der
Vektoren also immer wieder aufhebt. Diese Betrachtungsweise gewinnt im Falle
der nichttrivialen Nullstellen der Zetafunktion durchaus Gewicht.

Wie in Abbildung 2.2, Seite 15 zu sehen ist, bestimmen sich die Winkel zwischen
den Radien der Pythagoreischen Spirale zu ¢ = arctan (ﬁ) Dieser Winkel

entspricht im Bogenmafs dem Segment des Einheitskreises, welches von den gege-
benenfalls verlangerten Hypotenusen der rechtwinkligen Dreiecke ausgeschnitten
wird. Die dem Einheitskreis tangential anliegenden Strecken, ebenfalls der Lénge
%, bilden den Einheitskreis mit zunehmendem n immer perfekter ab. Mit zu-

nehmendem n néhert sich der Winkel ¢ = arctan <i> immer mehr dieser Groéfe

vn

1
N an. Erreicht der(aus den einzelnen Vektoren zusammengesetzte) Umfang den
n

Wert 2w, so ist auch die Summe der Winkel zwischen den Vektoren anndhernd
27, mit jedem Umlauf wird diese Ubereinstimmung noch exakter. So kénnen die
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Radien der konvergierenden Pythagoras-Spirale aneinandergesetzt den Einheits-
kreis nachbilden.

f
! \',
y=1 ! y=1 |

x=1

y=-1 y=-1

Abbildung 3.2: | Spirale nach Pythagoras und die Teilung des Einheitskreises

Im Falle der Zetafunktion aber sind die Winkel fiir s = 0,5 + 1 - ¢ zwischen den
Vektoren n und n—1(mit n > 1) kleiner als die Winkel zwischen den tangentialen
Vektoren entlang des Einheitskreises in Abbildung 3.2, Seite 19 rechts und sie ent-
sprechen mit zunehmendem n immer exakter dem Quadrat dieser Winkel, so dass
der Einheitskreis(Abbildung 3.2 rechts) auf eine Spirale (Abbildung 3.3, Seite 20,
rechts) abgebildet wird, die wir im Fall der Zetafunktion sich so schon entwickeln
sehen. Da fiir s = 1+ die Moduli der Vektoren und die Differenzwinkel zwischen
ihnen mit zunehmendem n immer dhnlicher werden und die Kriimmung der re-
sultierenden Vektorenkette sich dadurch der des Einheitskreises angleicht kénnen
wir in Abbildung 3.3, Seite 20 links im Verlauf der summierenden Zetafunktion
die Nachbildung des (verschobenen) Einheitskreises erkennen.
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ry=2
Im(s) =1 ‘Hk‘
Re(s) =1 p .
nmax = 2500 i T

4 Im(s)=1
Re(s) = 0,5

Abbildung 3.3:
Csum(s) fur Im(s) = 1, Re(s) = 1 (links) und Re(s) = 0,5 (rechts). (Abbil-
dungsmafstab unterschiedlich)

3.4 ,Kontinuierliche ¢ Zetafunktionen

1
Die Zetatunktion erhalten wir, indem wir die diskreten Vektoren v,, = — fiir alle
n

ganzen positiven Zahlen n mit 1 < n addieren.

In Abbildung 3.1, Seite 17, konnten wir erkennen, dass sich die Lénge der einzel-
nen Vektoren fiir Re(s) = 0,5 angendhert als bestimmtes Integral der Funk-

1
tion f(z) = 7 (bzw. allgemein fiir andere Werte von Re(s) der Funktion
flz) = e ) im Intervall von n — 1 bis n auffassen lésst, der Winkel zwi-
x e(s

Im(s) ]

schen den Vektoren als bestimmtes Integral der Funktion f(z) = —

Damit konnen wir aber auch jedem beliebigen Intervall k£ der reellen Zahlen durch
die Bildung der zugeordneten Integrale sowohl eine Lange als auch einen Winkel
zuordnen. Wahlen wir als Intervall 1, so ergeben sich hierdurch die Vektoren
der Zetafunktion. Bei kleinerer Schrittweite bekommen wir eine gréfsere Anzahl
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Im(s)=1

Im(s)=2

X=

Re(s) =0,5
Im(s )=1 bzw. 2

n o= 0,01

Ly=-

Abbildung 3.4: | ,kontinuierliche* Zetafunktion, Im(s) =1 und Im(s) = 2

kleinerer Vektoren, die wir wie bei der Zetafunktion addieren kénnen. Sie bilden
dann, in Abhéngigkeit vom Wert I'm(s), eine sehr regelméfiige Spirale um den
Nullpunkt, quasi eine ,kontinuierliche Zetafunktion.

Sie gleicht im Aspekt den Spiralen, die wir zuletzt als endgiiltige Spiralbewegung
des Graphen im Falle der Zetafunktion erhalten(Abbildungen 3.4, 3.5 und 3.6,
Seiten 21 und 23).

3.4.1 Kontinuierlicher Ubergang der Vektoren

Wird I'm(s) sehr grofs gegeniiber dem Intervall k, so wird der Winkel zwischen
den einzelnen Vektoren, dhnlich wie wir dies von den Bildern der Zetafunktion
kennen, zu Beginn ein Mehrfaches von 27 sein. Die Verhéltnisse zwischen den
Winkeln entsprechen dabei weiterhin perfekt jenen der regelméfigen Spirale. Da
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)

]
//
p

Re(s)=10,5

/ = ¢
n_.. =001
Ly=- diff

Abbildung 3.5: | ,kontinuierliche Zetafunktion, I'm(s) =6

aber in der Abbildung nicht die wirklichen Winkel dargestellt werden, sondern
immer nur der Winkel (modulo 27), der iiber das im Winkel enthaltene Vielfa-
che von 27 hinausgeht, konnen wir diese fortbestehende Harmonie zwischen den
aufeinanderfolgenden Winkeln nicht mehr als solche wahrnehmen, da diese Rest-
winkel ein vollig anderes Verhéltnis zueinander aufweisen als die vollen Winkel.
Dadurch kann es bei hohem Im(s) oder grofer Schrittweite k bei diesen kon-
tinuierlichen Zetafunktionen ebenfalls, wie wir es bei der Zetafunktion kennen,
zu chaotisch anmutenden Schleifen vor der endgiiltigen Spiralbewegung um ein
Zentrum kommen. Diese chaotisch anmutenden Verlaufe sind aber nichts anderes
als die Fortsetzung der regelméfigen Spirale in anderem Gewande.

Ist der Wert von I'm(s) niedrig, so entsprechen die Winkel ¢,,, die wir in den
Abbildungen zwischen den einzelnen Vektoren sehen, eben dem Winkel ¢,, zwi-
schen den Vektoren v, _1 und v, . Bei groferen Werten entsprechen diese Winkel
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~y=2

x=2

Re(s)=0,5
Im(s) = 500,42
nmax = 2,55
Ny = 0,01

Abbildung 3.6: | ,kontinuierliche” Zetafunktion, s = 0,5 + 500, 42

¢n, aber der Summe aus einem Mehrfachen von 27 und dem Winkel ¢,,, also gilt
¢n = k- 27 + ¢,. In den Abbildungen sehen wir dann immer nur den Winkel
©n, dieser entspricht ¢, modulo 27. Dieser Restwinkel ¢,,, der verbleibt, wenn
wir von ¢,, das k-fache von 27 subtrahieren, entspricht nun in keiner Weise dem
wirklichen Winkel ¢,,, der ,eigentlich* zwischen den Vektoren besteht.

Eine bessere Vorstellung von den wirklichen Verhéltnissen vermitteln uns die
Abbildungen 3.7, 3.8 und 3.9: In ihnen wird davon ausgegangen, dass sich der
jeweilige Vektor v,, iiber einen Zwischenvektor vy kontinuierlich in den Vektor
Up41 ,wverwandelt” . Hierzu wird angenommen, dass sich die Basis des Vektors vy
allmahlich auf dem Vektor v, auf dessen Spitze zubewegt. Gleichzeitig verrin-
gert sich sein Modulus kontinuierlich, sein Argument nimmt aber kontinuierlich
zu, entspricht jeweils dem entsprechenden natiirlichen Logarithmus von f (des
erreichten Zwischenwertes von n, nun mit n € R als Element der reellen, nicht
mehr der natiirlichen Zahlen), multipliziert mit I'm(s). Wir errechnen also fiir al-
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- y=

X=I -2

Re(s)=0,5
Im(s) =18,5
nmax = 84

Ly=-2

Abbildung 3.7:

Jkontinuierliche“ Zetafunktion durch kontinuierlichen Ubergang der Vektoren
Up, ZU Vpy1 bel niederem Wert von I'm(s)

le Zwischenwerte f zwischen den urspriinglichen natiirlichen Zahlen n und n + 1
Argument und Modulus des entsprechenden Vektors vy. Der Vektor vy rotiert
hierbei durch die stetige Zunahme seines Argumentes um seine Basis, die sich
auf dem Vektor v, kontinuierlich zu dessen Spitze bewegt. Erreicht er sie, so
nehmen sein Argument und sein Modulus eben die entsprechenden Werte des
Vektors vy, an.

Fiir die Berechnung der Position der Basis des Vektors v auf dem Vektor v,, gibt
es mehrere Moglichkeiten, die aber letztlich von nicht allzu grofser Bedeutung
sind. In den entsprechenden Abbildungen wurde dieser Punkt jeweils so berech-
net: Fiir das Intervall § zwischen der natiirlichen Zahl n und f gilt: § = f — n.
Der Wert von § liegt dabei im Bereich 0 < § < 1. Der Modulus des Vektors v,
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cy=2

=12 % X=
i A

x=-2

Re(s)=0,5
Im(s) = 180,5

nmax(unten): 1471

Abbildung 3.8:

Jkontinuierliche“ Zetafunktion durch kontinuierlichen Ubergang der Vektoren
Up, ZU VUpy1

wird nun multipliziert mit dem Faktor py = §. Die so erhaltene Gréfie gibt uns
die Entfernung der Basis des Vektors vy auf dem Vektor v, zu beliebigen Zeit-
punkten an. (Eine andere Moglichkeit, die auch sehr schone Ergebnisse liefert ist
die Berechnung py = §2).

Im Ergebnis erhalten wir einen kontinuierlichen Ubergang des Vektors v,, zum
Vektor vy,41 . Zeichnen wir immer nur die Spitze von vy, so sehen wir eine mit ho-
herem I'm(s) immer enger gewundene spiralférmige Figur, an welcher wir dann
auch erkennen koénnen, wie die Winkel zwischen den Vektoren mit héherem n
immer kleiner werden, die Zahl der Umdrehungen des Vektors vy beim Uber-
gang von n zu n + 1 sukzessive abnimmt. Entsprechen die Winkel zwischen den
Vektoren zunéchst einem Mehrfachen von 27, so reduziert sich die Anzahl der
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=7 " _
é@%ﬁg}i}

\.}u A B o
HE

\\ =
o

‘\\/'
M =

x=-2

Re(s) = 0,5
Im(s) = 3026,5
nmax = 2000

y=-2

Abbildung 3.9:

Jkontinuierliche* Zetafunktion durch kontinuierlichen Ubergang der Vektoren
Up, ZU Vpy1 bel hoherem Wert von Im(s)

Windungen beim Ubergang von n zu n+ 1 mit jeder Zwischenspirale (,Spiralwir-
bel) um eins, bis sie in der endgiiltigen Spiralbewegung dann den Vektoren v,
immer &hnlicher werden und lediglich noch einen einfachen Bogen von Basis zu
Spitze der Vektoren bilden und so die Zetafunktion immer exakter nachbilden.

3.5 Flachen der Spiralsegmente

Die logarithmische Spirale, welche wir in Gleichung 2.1, Seite 14, kennengelernt
haben, bei der die Verhéltnisse der Langen der Radien und der Winkel zwischen
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ihnen jenen der Zetafunktion mit s = 0,5 + ¢ entsprechen, zeichnet sich noch in
anderer Weise aus:

y=1 y=1

Abbildung 3.10:

Aquivalenz der Segmentflichen, Moduli und Argumente der Radien entsprechen
jenen der Vektoren der Zetafunktion mit Re(s) = 0,5; Im(s) = —1

Wir kénnen den Flacheninhalt der Segmente der logarithmischen Spirale berech-
nen. Eine Uberlegung soll hier nur angedeutet werden:

Fiir sehr grofse Werte von n liegen die einzelnen Vektoren der Zetafunktion sehr
dicht beieinander, da die Differenz ihrer Argumente sehr klein wird. Die Vektoren
fiillen dann die Fléche innerhalb der Spirale nahezu vollstdndig aus. Diese kann
uns somit quasi als Mafs fiir die Summe der Vektoren dienen.

Nehmen wir nun die zwei Vektoren mit n = 1 und n = 2: Wir beginnen mit
dem Vekor n als Anfangsvektor. Die Summe aller Vektoren mit n > 2 muss —1
ergeben, dann heben sich die beiden Partialsummen eben auf, die alternierende
Zetafunktion kann eine Nullstelle entwickeln.

Die Fléche eines Segmentes der logarithmischen Spirale zwischen zwei Radien,
fiir den Fall, ein Radius strebt gegen Null, berechnet sich zu:
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Im Falle von Re(s) = 0,5 und Im(s) £ 1 errechnet sich der Fldcheninhalt des
Segmentes vom Vektor v, mit n = 2 bis zur asymptotischen Ann&herung der
Spirale an den Nullpunkt zu
1 1 1
A= e 3 T s
die Fldche im Segment vom Vektor mit n = 1 bis zur Anndherung an den Null-
punkt:

1
A=

Damit wird die die Fliche des Segmentes zwischen den Vektoren mit n = 1 und
n=2

Die beiden in Abbildung 3.10, Seite 27, dargestellten Flédchen sind also gleich grof,
es konnte damit die Voraussetzung gegeben sein, dass, nach einer entsprechenden
Drehung und Streckung beider Flachen durch geeignete Werte von Im(s), sich
die Summen der Flachen innerhalb der Spirale, welche ein Mafs fiir den Beitrag
der dem Segment zugeordneten Vektoren bilden, aufheben kénnen. Da der Wert
von Im(s) als Teil des Faktors k die Groke beider Flachen in gleicher Weise
beeinflusst, dndert sich hierdurch nichts am allein wichtigen Gréfsenverhéltnis
beider Flachen. Immerhin sehen wir wiederum an diesen Zusammenhéngen, dass
der Wert Re(s) = 0,5 sich gegeniiber anderen Werten fiir Re(s), fiir welche diese
zwei Flachen nicht gleich grofs werden, auszeichnet.
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Verlauf fur unterschiedliche
Werte von s

4.1 Verdnderungen von Im(s) bei konstantem Re(s)

Beginnen wir bei Im(s) = 0, und betrachten die Entwicklung des Verlaufs der
Zetafunktion mit zunehmender Grofse von I'm(s): Im Falle der urspriinglichen
Zetafunktion liegen mit I'm(s) = 0 alle Vektoren in der x—Achse. Auch die Vek-
toren der alternierenden Zetafunktion liegen dann sdmtlich in der x—Achse. Mit
zunehmendem I'm(s) nimmt der Winkel zwischen den Vektoren proportional zu,
die Zetafunktion ,entfaltet” sich in die komplexe Zahlenebene.

Dabei drehen sich die Vektoren um die Spitze von Vektoren, welche sich wiederum
um die Spitze von Vektoren drehen ... . Dies verdeutlicht Abbildung 4.1 fiir die
ersten drei Vektoren bzw. den dritten Vektor der Zetafunktion.

Die Dynamik dieser Entwicklung wird in Abbildung 4.2 noch etwas besser er-
sichtlich:

4.2 Verdnderungen von Re(s) bei konstantem I'm(s)

Bei konstantem Wert von I'm(s) verdndern sich die Winkel zwischen den einzel-
nen Vektoren nicht, wohl aber durch jede Anderung von Re(s) das Verhéltnis der

29
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y=2 y=2

x=-2 x=-2
Re(s) = 0,5 Re(s) = 0,5
0 < Im(s) < 7,84 0 < Im(s) < 31,86
erste 3 Vektoren step (Im(s)): 0,2

Abbildung 4.1:
Veranderung des Verlaufs der alternierenden Zetafunktion fiir unterschiedliche
Werte von Im(s), links: erste drei Vektoren dargestellt, rechts allein die jewei-
lige Lage des dritten Vektors (Dieser ist links griin, rechts rot dargestellt).

Lénge der Vektoren untereinander(wobei diese Verdnderung fiir gréfere n pro-
portional grofer ist als fiir kleinere n). Dies fithrt fast immer zu unterschiedlichen
Konvergenzpunkten fiir jeden Wert von Re(s) (Abbildung 4.3, Seite 32):

Wir koénnen dies, wie spater noch genauer dargestellt werden soll, auch durch
eine Linie darstellen, auf welcher sich der Konvergenzpunkt bewegt, wenn sich
der Wert von Re(s) von 1 gegen 0 veréndert.
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max. Im(s) = 28,4

|I\\II\II IIIIII\|\\ \\I‘\II\Im(s)
10 20 30

y=-2
Im(s) <15 Funktionswerte Catt (8)

Abbildung 4.2:

Verlauf der alternierenden Zetafunktion(Re(s) = 0, 5) fiir unterschiedliche Wer-
te von Im(s), oben Betrag der Funktionswerte, unten links Darstellung der
Vektorenkette, rechts unten jeweilige Lage des Konvergenzpunktes
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y=2

0,1 <= Re(s) <= 0,9 (step 0,1) ﬁ.{

Im(s) = 48,00515

nmax = 96 I
y=-2

Abbildung 4.3:
Verschiebung des Konvergenzpunktes bei unterschiedlichem Re(s), konstantem
Im(s)



Kapitel 5

Nullstellen der alternierenden
Zetafunktion

5.1 Nullstellen der Zeta- und der Etafunktion

Fiir bestimmte Werte von Re(s) und I'm(s) konvergiert die alternierende Zeta-
funktion am Nullpunkt. Diese sogenannten nichttrivialen Nullstellen interessieren
wegen ihrer Bedeutung fiir die Zahlentheorie.

Betrachten wir den Verlauf fiir (angen&herte)Werte von s, welche bekanntlich
mit einer nichttrivialen Nullstelle der alternierenden Zetafunktion verbunden
sind(Abbildung 5.1 und 5.2, Seite 34):

z.B. s = 0.5+ 14,1347251 -7 und s = 0.5 4 48,005150 - ¢

Wir sehen den Verlauf der alternierenden sowie der urspriinglichen, aufsummie-
renden Zetafunktion:

Uberraschenderweise markieren beide Funktionen den Nullpunkt, die alternie-
rende Zetafunktion, indem sie erkennbar an diesem Punkt konvergiert, die di-
vergierende Zetafunktion aber, indem sie den Nullpunkt zum Mittelpunkt einer
sich stetig vergrofernden Spirale macht. (Dabei ist zu beachten, dass fiir Wer-
te von Re(s), welche nicht zu einer Nullstelle der alternierenden Zetafunktion
fihren, der Konvergenzpunkt der letzteren und das Zentrum der divergierenden

33
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y=1
(b
x=-1 ’#;E‘
Re(s) =0,5
Im(s) = 14,13473
nmax = 150

Abbildung 5.1:

Alternierende(links) und aufsummierende Zetafunktion(rechts)(I)

y=2

y=2

Im(s) = 48,00515
Re(s) = 0,5
nmax =127

Calt($)

%

Abbildung 5.2:

Alternierende(links) und aufsummierende Zetafunktion(rechts)(II)
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Spiralbewegung der Zetafunktion nicht zusammenfallen, da dann ja noch nach
Gleichung (1.2, Seite 8) die Multiplikation mit dem Faktor (1 —2'~%) zu beriick-
sichtigen ist, durch welche die beiden Funktionen miteinander verbunden sind).
Der Mittelpunkt der endgiiltigen (divergierenden) Spiralbewegung der summie-
renden Zetafunktion féllt mit dem Funktionswert der Riemannschen Zetafunktion
zusammen. Diese muss ja bei einer Nullstelle der Etafunktion fiir Werte von s
innerhalb des kritischen Streifens(Re(s) < 0) ebenfalls eine Nullstelle aufweisen.

5.2 Teilfunktionen und Nullstellen

Betrachten wir die zwei Teilfunktionen (,qq(s) und (epen(s), welche als Summe
¢(s), in der Differenz (,j;(s) ergeben, fiir den Wert von s = 14,1347. .. , der mit
der ersten nichttrivialen Nullstelle der Zetafunktion verbunden ist:

Wie in Abbildung 5.3 dargestellt, erleben wir ein beeindruckendes Schauspiel:
Nach zunéchst eher chaotisch anmutendem Verlauf treffen sich beide Teilfunktio-
nen sehr dicht beim Nullpunkt, zwei ihrer Vektoren dabei fast senkrecht, dann
beginnt die endgiiltige Spiralbewegung beider Teilfunktionen. (Allerdings ist die-
ses Muster variabel, sonst ergéabe sich hierdurch die Mo6glichkeit, den Imaginér-
wert der nichttrivialen Nullstellen einfacher durch eine Formel zu berechnen.) Die
Graphen der zwei Teilfunktionen verlaufen dann spiralférmig um den Nullpunkt,
innig miteinander verwoben, wobei die Distanz zweier zugeordneter Vektoren sich
immer mehr reduziert.

5.3 Einzelne Abschnitte

In mehreren Abbildungen haben wir typische Verlaufe der Zeta- und der Eta-
funktion gesehen. Diese nehmen ihren Weg in der geometrischen Darstellung
zundchst recht chaotisch anmutend, wobei die resultierende Figur langgestreckt
oder auch im Ganzen oder in Teilen auch gefaltet, ,geknduelt” erscheinen mag.
Daran schliefst sich eine Folge von Segmenten an, die in der Form an einen Violin-
schliissel erinnern, zunéchst kurz sind und aus wenigen Vektoren bestehen, dann
immer grofser werden und sehr viele Vektoren enthalten konnen. Zuletzt schliefst
sich bei allen konvergierenden Funktionen, z.B. der Etafunktion, eine sternfor-
mige Konvergenzfigur an, bei den divergierenden Funktionen, z.B. der aufsum-
mierenden Zetafunktion, eine spiralférmige Figur, welche mit zunehmendem n
immer gréfser wird.
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e

CGI‘G'H (")

S

R =05 % / )
1;8 = 14,1347 Codd(5)

nmax = 62

Abbildung 5.3:
Verlauf von (,qq(s)und Cepen(s)(Nullstelle der alternierenden Zetafunktion)

Wir konnen diese Abschnitte naher erfassen:

Zunéachst zur endgiiltig divergierenden spiraligen Figur, welche sich fiir hohe Wer-
te von n bei den divergierenden Funktionen ergibt: Bei der Zetafunktion beginnt
diese, wenn der Winkelzuwachs von einem Vektor nj zum néachsten Vektor ng1
gleich oder erstmals geringer ist als 7. Dann sind diese zwei Vektoren entgegen-
gesetzt, im weiteren schliefst sich dann die Bildung der divergierenden Spirale an,
deren Mittelpunkt hinreichend genau als Mittelpunkt zwischen den Mittelpunk-
ten der besagten Vektoren ny und ny41 angenommen werden kann.

Der Vektor ny, fiir welchen der Winkelzuwachs zum anschliefsenden Vektor gleich
7 ist, ldsst sich ndherungsweise recht gut bestimmen: es muss dann gelten:

1
I _— =
m(s) o~ T
I
nk = Tr;-(s)

Wollen wir den Punkt K genauer (iiber die Bestimmung der beiden Mittelpunkte
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der Vektoren ng und nyy1) lokalisieren, so konnen wir z.B. rechnen:

k k+1
1 1 11 1 1 1
K=—- — - —— 4+ .
2 ‘ ns 2n3 ns 2”Z+1

=1 k n=1

Der Punkt K entspricht dann, wie an anderer Stelle gezeigt wurde(vgl. Abbildung
1.5, Seite 9), recht genau dem Funktionswert der Riemannschen Zetafunktion.

Diese Beobachtung kann uns vielleicht zeigen, dass die Mathematik, die Natur
oder wer auch immer, ,eigentlich méchte”, dass wir die Summe der Vektoren
der endlos divergierenden Spirale doch als Null betrachten. Wiirden wir nicht
die Summe der einzelnen Vektoren betrachten, sondern die Summen der Parti-
alsummen, den Durchschnittswert aller Partialsummen, die bei der Addition der
einzelnen Vektoren entstehen, oder dann die Summen der Summen der ... der
Partialsummen, dann wiirden wir als Funktionswert der summierenden Zetafunk-
tion denselben Wert erhalten wie im Falle der Riemannschen Zetafunktion.

Aus historischen Griinden wird die Zetafunktion in Diagrammen dargestellt, in
welchen die einzelnen Vektoren mit groferem Re(s) immer kleiner werden und
damit die Zetafunktion fiir positive Werte von Re(s) > 1 konvergiert. Eigentlich
wiirde es auch Sinn machen, das Diagramm nicht fiir die Werte von n~¢(s)
zu zeichnen, sondern fiir n**(*). Wir miissten die Diagramme der Werte der
Zetafunktion dabei ,umklappen, der kritische Streifen wiirde dann im Bereich
—1 < Re(s) < 0 zu liegen kommen. Der Charme einer solchen Darstellung wire,
dass dann, gehen wir im Diagramm um eine Einheit nach rechts, jeder Einzelvek-
tor v, der Funktion mit Re(s) = x angenédhert der Summe der Einzelvektoren
U, flir Re(s) =2 —1 und (1 < m < n) multipliziert mit « entspricht auf Grund

der Beziehung:
[eras= 22 o
2"dx = n # —
n+1

Jeder Vektor einer Funktion ((s) wiirde dann also ein Mehrfaches der Summe, —
diese wiederum die untere Grenze des Integrals der zugeordneten Funktion

f(z) = 2f¢(=1) — der Vektoren der Funktion mit Re(s — 1) bis zum jeweiligen
Wert von n darstellen. (Diese Beziehung ist auch jetzt gegeben, etwas kontrain-
tuitiv miissen wir uns zur Integration im Diagramm der Zetafunktion aber nach
links, hin zu kleineren Werten von Re(s) bewegen).

Der regelméfiger erscheinende Teil der Zetafunktion mit den aufeinander folgen-
den geschwungenen Segmenten beginnt, wenn von einem Vektor v,, aus betrach-
tet, der Winkelzuwachs zum vorhergehenden Vektor v,_; und der Zuwachs zum
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nachfolgenden Vektor Vektor v,,41 jeweils geteilt durch 27 denselben Integerwert
ergeben. Zeichnen sich doch die Vektoren eines Segmentes dadurch aus, dass sie

derselben ,,Periode” km angehoren.

Wir kénnen diesen Vektor v,, zumindest ungefahr bestimmen durch folgende Be-

rechnung;:
(907)n+1 - van) - (9011,,, - 901),,,_1) =27

Sind wir uns des (geringen) Fehlers bewusst, den wir machen, wenn wir anstelle
der Differenz der Logarithmen zweier Zahlen n 4+ 1 und n den Kehrwert %4-1
setzen, dann kénnen wir

(Im(s)in(n) — Im(s)in(n — 1)) — (Im(s)in(n+ 1) — Im(s)ln(n)) = 27

auch ersetzen durch:

Dies lasst sich auflosen zu:
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Zumindest in der Gréfenordnung lésst sich somit der Beginn des Abschnittes der
geschwungenen Segmente zu

Im(s)
27

n =

bestimmen. Dies entspricht der Quadratwurzel des Wertes fiir n des Vektors v,,,
der die Mitte des letzten geschwungenen Segmentes der Zetafunktion bildet.

(Die Fehler, die wir bei der Abschéitzung des Winkels und bei den Vereinfachun-
gen der Berechnung gemacht haben, bleiben zu beachten)

Deutlich wird dies insbesondere an den lingeren Segmenten. Bei der summieren-
den Zetafunktion entspricht der Winkelzuwachs d, von einem Vektor zum jeweils
néchstfolgenden im letzten Segment vor Beginn der endgiiltigen Spiralbewegung
jeweils 2r+ ¢ mit 0 < ¢ < 7. d, betrégt dabei in der Mitte des Segmentes nahezu
exakt 27, weshalb ein Teilstiick bei der Summation der Vektoren fast geradlinig
wird.

Bei der alternierenden Zetafunktion hingegen betrégt der Winkelzuwachs in die-
sem Segment 0, = 7 £ ¢, wiederum mit 0 < ¢ < 7.

Im zweitletzten Segment betréigt J, dagegen bei der summierenden Zetafunktion
0, = 4m £ ¢, wiederum mit 0 < ¢ < 7, bei der alternierenden Zetafunktion:
0, = 3T+ ¢, mit 0 < ¢ < 7. Entsprechendes ergibt sich fiir die ,,Knéduel* zwischen
den geschwungenen Segmenten, sozusagen den ,Knoten“ zwischen diesen. Diese
ergeben sich bei der summierenden Zetafunktion fiir ungerade Vielfache von 7,
bei der alternierenden Zetafunktion fiir gerade als Werte des Winkelzuwachses
0, zwischen aufeinanderfolgenden Vektoren.

5.4 Symmetrie der Etafunktion I

Die Verldufe der Etafunktion fiir unterschiedliche Werte von s zeigen bestimmte
Regelméfigkeiten. Manchmal zeigt sich der Graph der Etafunktion als gestreckte
Figur, manchmal ,, verknduelt , insbesondere weisen Anfangs- und Endteil des
Graphen diesbeziiglich Ahnlichkeiten auf. Nun finden wir, dass wir das Bild der
Funktion (,q4(s) fiir den Wert Re(s) = 0,5 mit dem Betrag von 2° multiplizie-
ren und die resultierende Kurve durch Rotation mit dem Bild der Etafunktion
iiberlagern kénnen. Noch {iberraschender ist allerdings, dass wir den Abschnitt
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der Etafunktion, welcher sich aus den spiralig geschwungenen Abschnitten zu-
sammensetzt, ebenfalls mit dem Anfangsteil der mit dem Betrag von 2° multipli-
zierten und dann noch passend rotierten und verschobenen Funktion (,qq(1 — s)
iiberlagern konnen. Diese Uberlagerung ist sehr exakt. Illustriert wird dies z.B.
in Abbildung 5.4, Seite 40:

Re(s) =0,5
Im(s) = 30026,1
nmax = 19115

Cart(s)
C()dd ( ;)

(vergréfert und
verschoben)

Abbildung 5.4:

Uberlagerung des Verlaufes der alternierenden Zetafunktion so-
wie der vergroferten und verschobenen(rotes Koordinatensys-
tem) Funktion (,q4(1 — s) , fiir Re = 0,5 im gezeigten Beispiel
identisch mit (,q4(5)

Zunéchst gilt: Cue(s) = <1 — 225) ¢(s)

und
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Goaas) = (1 57 ) €60

Wir konnen somit die alternierende Zetafunktion aus der Funktion (,qq(s) er-
rechnen: Wir erhalten:

1

(1_225)Ca1t(3) = ((s)
(1_1218)<0dd<s> — ¢(s)
Somit gilt:

(Dargestellt in Abbildung 5.5 fiir den Wert Re(s) = 0,4)

Fiir den Wert Re(s) = 0,5 gilt: n°n® =n .
)
28
(- 2)
1- —
25

28 —2 252925  25(1—27)
25 -1 25—-1  25-1

So kénnen wir den Faktor p =

umformen zu p =

Da —1(1 —2%) = (2° — 1) , konnen wir p bestimmen zu:

o 2%(25 1)
25 — 1

Es ist also:



42 KAPITEL 5. NULLSTELLEN DER ETAFUNKTION

Re(s) =04
Im(s) =3026,51
nmax = 1926

ro
S

|
N

—Codd(s)

s 1 \

W]

Abbildung 5.5:

B 2
28
Darstellung des Zusammenhanges (,;:(s) = —1C0dd(s)
(-%)
25(2%5 — 1
Cate(s) = _%Codd(s)

Der Faktor p hat fiir Re(s) = 0,5 dabei den Modulus von 2°, das Argument
von 2° wird dabei zum doppelten Argument des Wertes von 2% — 1 addiert(da
im Bruch ja zwei konjugierte Zahlen dividiert werden, dieser Quotient damit den
Modulus 1 und das doppelte Argument des Wertes im Zahler annimmt).

So wird auch nachvollziehbar, warum (z.B. in Abbildung 5.5 fiir Re(s) = 0,4)
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die Funktion (,qq(s) , rotiert und gestreckt mit dem Faktor p den Verlauf der
alternierenden Zetafunktion so schon nachbildet.

Noch exakter konnen wir die alternierende Zetafunktion nachbilden, wenn wir
die Funktion 2°C,q4(1 — s) , fiir Re(s) = 0,5 identisch mit 2°Cpq4(5) , diese,
konjugiertes Gegenstiick zur Funktion 2°(,q4(s), so verschieben, dass ihr erster
Vektor auf dem letzten geschwungenen Segment der alternierenden Zetafunktion
zu liegen kommt. Es ist schon zunéchst erstaunlich, wie die Vektoren der einen
und die geschwungenen Segmente der anderen iibereinstimmen.

Die Abbildungen 5.6, Seite 43 und 5.7, Seite 44 demonstrieren dies.

y=1 ¥=1

Re(s) =0,5
Im(s) = 3026,1
nmax = 1927

Codd (") Calt (S)

Abbildung 5.6:
Entsprechung des Verlaufes der alternierenden Zetafunktion so-
wie der Funktion (,qq (rote Bogen kennzeichnen korrespondieren-
de Sequenzen)
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C(.‘)dd ( ;) (rotiert und vergréfiert) und Ca,lt (8)

kombiniert

Abbildung 5.7:

Uberlagerung der alternierenden Zetafunktion(blau) sowie der
vergroferten, rotierten, translatierten und konjugierten Funkti-
on (yqq (grin, Koordinatensystem rot)

Wir kénnen also beide grofien Abschnitte der alternierenden Zetafunktion, sowohl
den chaotisch anmutenden Abschnitt, der aus den Einzelvektoren, wie auch den,
der aus von vielen Vektoren gebildeten geschwungenen Segmenten besteht, mit
dem ersten Abschnitt der Funktion (yqq(s) bzw. (oqa(1l —s) (nach geeigneter Ver-
groferung und Verschiebung), nachbilden. Dies bedeutet aber, die alternierende
Zetafunktion besteht im Falle Re(s) = 0,5 aus zwei im wesentlichen symmetri-
schen Hélften(Abbildung 5.8, Seite 45).

Fiir andere Werte von Re(s) muss aber die Funktion (,q4(s) weiterhin mit dem

Faktor p = 1 multipliziert werden, wollen wir sie mit dem Verlauf der
(%)
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Re(s)=0,5 -
Im(s) = 3026,51
nmax =23

.)H o -')

Codd(5)

(zusatzlich rotiert)

2% — 2 .
?—_1Q()¢f(!f_-9)

Abbildung 5.8:
Nachbildung des Verlaufes der Etafunktion durch (,qq(s) und
Codd(8)(beide vergrofert und gedreht)

Etafunktion iiberlagern. Die Funktion (,q4(s) wird hierbei vergrofert oder ver-
kleinert und gedreht. Ebenso konnen wir auch revers der Funktion (,;:(s) die
Funktion (,q4(1 — s) tiberlagern. Den Faktor, um den diese Funktion vergrofert
oder verkleinert und den Winkel, um den sie gedreht werden muss, habe ich da-
bei leider nicht errechnen, sondern nur empirisch bestimmen kénnen. Zumindest
gelingt die Uberlagerung unveréindert. Nur fiir den Wert Re(s) = 0,5 konnen
wir die beiden Hélften der alternierenden Zetafunktion durch die zwei konjugier-
ten Funktionen (,qq(5) und (oqq(s) tiberlagern, da sowohl Re(s) = 0,5, als auch
1 — Re(s) =0,5 ist.

Ordnen wir fiir den Wert Re(s) = 0,5 die alternierende Zetafunktion und ihr kon-
jugiertes Pendant so an, dass der Ursprung des Koordinatensystems der konju-
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gierten in den Konvergenzpunkt der alternierenden Zetafunktion ihr Konvergenz-
punkt aber in den Ursprung des Koordinatensystems verlegt wird, wir also bei-
de konjugierten Funktionen in reverser Richtung {ibereinanderlegen, so erhalten
wir einen Kreuzungspunkt, an welchem sich die Vektoren nj beider Funktionen
kreuzen. Wir konnen somit vom Ursprung des Koordinatensystems zum jewei-
ligen Konvergenzpunkt gelangen, indem wir zwei symmetrische Partialsummen
in einem bestimmten Winkel(dem Kreuzungswinkel der Vektoren ny) aneinan-
derfiigen. So ist sowohl die alternierende Zetafunktion wie auch ihr konjugiertes
Gegenstiick fiir den Wert Re(s) = 0,5 aus zwei symmetrischen Hélften zusam-
mensetzbar. Diese zwei Hélften, deren konkreter Verlauf sich mit dem Wert fiir
Im(s) stdndig dndert, deren Symmetrie aber erhalten bleibt, drehen sich mit
dem Kreuzungspunkt der jeweiligen Vektoren als ,Scharnier umeinander. Damit
miissen die beiden Enden der alternierenden Zetafunktion und ihrer Konjugati-
on immer wieder aufeinander zu liegen kommen. Dies ist die geometrische Be-
griindung fiir die von Hardy [11]bewiesene unendliche Anzahl der nichttrivialen
Nullstellen auf der kritischen Gerade. Wir sehen, dass der Wert Re(s) = 0,5
Nullstellen erzwingt, wihrend dies fiir andere Werte von Re(s) keineswegs der
Fall ist.

5.5 Schleifen der Konvergenzlinie(/m(s) =const)

Auch wenn die Verldufe der Etafunktion zum Teil recht chaotisch anmuten, so
sind sie doch strengen Regelméfigkeiten unterworfen. Wir sehen dies z.B. daran,
dass fiir den Wert Re(s) = 1, fiir welchen sich regelméfig Nullstellen ergeben
(die bei der Berechnung der Riemannschen Zetafunktion dann jeweils dadurch

aufgehoben werden, dass im Faktor p mit p = mit welchem die Etafunk-

_ 27
tion multipliziert werden muss, im Zahler eine Null erscheint) keineswegs alle
Werte im Bereich zwischen dem Nullpunkt und dem Punkt 1 auf der x-Achse als

Konvergenzpunkte moglich sind(Abbildung 5.9, Seite 47):

Fiir Re(s) = 1 sehen wir, dass sich Nullstellen ausbilden und dabei ein Bereich
links vom Punkt 1 auf der x-Achse der Etafunktion fiir diesen Realwert von s
nicht zugénglich ist. Anfangs- und Endteil der Etafunktion kénnen beide durch
den Anfangsteil der Funktionen (,q4(1) und (,qq(1 — s) nachgebildet werden. Fiir
Re # 0,5 unterscheiden sich die Vektoren dieser Funktionen in ihrem Modulus,
nicht aber in ihren Argumenten.

Vereinfacht gesagt gilt, wenn der Anfangsteil der Etafunktion gestreckt ist und
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Abbildung 5.9:

Konvergenzpunkte der Etafunktion fiir Re(s) = 1; 5 < Im(s) <
1000(links) und Re(s) = 0,5; 364 < I'm(s) < 394 (rechts)

weite Entfernungen zuriicklegt, so wird dies auch der Endteil tun. Ist der An-
fangsteil ,zerknéuelt so wird es auch der Endteil sein. Die Segmente mit zum
Punkt 1 auf der x-Achse offener(konkaver) Kriimmung erreichen fiir Re(s) = 1
entweder maximal (dabei exakt) den Nullpunkt oder sie bleiben deutlich von ihm
entfernt. Andererseits gilt fiir den Wert Re(s) = 0, 5 fiir eben diese Segmente, dass
sie mindestens den Nullpunkt erreichen, ein Bereich rechts des Nullpunktes nicht
erreicht werden kann. Diese Punkte werden bei bestimmter Konstellation der
Anfangs- und Endsegmente erreicht. Es ist dann keine beliebige Kriimmung der
Konvergenzlinie fiir unterschiedliche Werte von Re(s) moglich, eines der stirksten
Argumente gegen die Annahme, Nullstellen kénnten sich symmetrisch zur kriti-
schen Gerade fiir zwei Werte Re(s) = d und Re(s) = 1 — d entwickeln. (Wie wir
unten noch sehen werden, vollzieht die Konvergenzlinie fiir konstante Werte von
Im(s) den Verlauf der Etafunktion im wesentlichen nach, wobei die Abschnitte
unterschiedlich stark vergréfert werden).

Die Nullstellen der Etafunktion ergeben sich jeweils, wenn die Vektorenkette ins-
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gesamt einen recht gestreckten bis méfig gebogenen Verlauf aufweist. Es miissen
dabei sowohl die Vektoren des Anfangsteils, als auch die Segmente des Endteils
gestreckt oder bogenférmig zueinander liegen. In diesem Fall eriibrigen sich Uber-
legungen, ob fiir diese Werte zwei zur kritischen Gerade symmetrische Nullstellen
auftreten konnen, da dann auch die Konvergenzlinie insgesamt einen bogenfor-
migen Verlauf nimmt, keine Moglichkeit zur Schleifenbildung besteht. Beginnt
die Konvergenzlinie fiir 0 < Re(s) < 1 fiir den Wert Re(s) = 1 aber im Bereich
zwischen dem Nullpunkt und dem Punkt 1 auf der x-Achse, so deshalb, weil die
genannten Vektoren und Segmente eben nicht gestreckt zueinander liegen, son-
dern zumindest zum Teil in gegensétzlicher Richtung. Schleifenbildungen gibt es
dann, wenn die Gesamtrichtung der Vektoren des Anfangsteils in Richtung des
Nullpunktes weist, somit bei Verdnderung von Re(s) von 1 gegen z.B. 0,75 der
Konvergenzpunkt sich weiter in Richtung des Nullpunktes verschiebt. Wird der
Wert von Re(s) aber noch kleiner, so heben sich die hierdurch eintretenden Ver-
langerungen des Anfangs- und des Endteiles weitgehend auf. Immer mehr macht
sich die zunehmend raschere Vergrofserung der aus vielen Vektoren bestehenden
Segmente bemerkbar, die Bewegung des Konvergenzpunktes wird langsamer, die
Richtung der Bewegung kehrt sich um. Wird Re(s) noch kleiner, dann beschleu-
nigt der Konvergenzpunkt seine Bewegung auf der Konvergenzlinie fiir diesen
Wert von I'm(s) und entfernt sich immer weiter vom Nullpunkt.

Natiirlich beweist dies nicht, dass es keine Nullstellen aufer fiir den Wert Re(s) =
0,5 innerhalb des kritischen Streifens geben kann, es macht aber verstédndlich,
wodurch das Zustandekommen solcher Nullstellen verhindert wird. Entweder lie-
gen Vektoren und Segmente sowohl des Anfangs- als auch des Endteils der Eta-
funktion in etwa in einer Richtung oder mit einem gewissen Winkel zueinander,
dann nimmt die Konvergenzlinie fiir diesen Wert von Im(s) einen weitgehend
gestreckten oder einfach gebogenen Verlauf(wodurch zumindest zwei zur kriti-
schen Gerade symmetrische Nullstellen unmoglich werden) oder diese Vektoren
und Segmente liegen in entgegengesetzten Richtungen(wobei die Richtung des
Anfangsteils auf den Nullpunkt weisen muss), dann konvergiert die Etafunktion
fiir Re(s) = 1 in deutlicher Entfernung vom Nullpunkt und es kommt tatséch-
lich zu einer Schleifenbildung. Diese setzt aber zu friih ein, als dass zum einen
die Etafunktion iiberhaupt den Nullpunkt erreichen kénnte, da die Vielzahl der
Vektoren der Segmente des Endteils rasch gegeniiber dem Einfluss der Vekto-
ren des Anfangsteils die Oberhand gewinnen. Koénnten Vektoren und Segmente
der Etafunktion in beliebiger Richtung zueinander stehen, dann gébe es keinen
Grund, warum nicht Nullstellen auch fiir andere Werte als Re(s) = 0,5 auftreten
konnten. Sie sind aber eben keineswegs unabhéngig voneinander.

Beispielhaft soll dies an den folgenden Abbildungen fiir den Wert Im(s) =
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62019, 18 dargestellt werden: Die Konvergenzlinie zeigt fiir diesen Wert eine recht
ausgepragte Schleifenbildung (Abbildungen 5.10, Seite 49, 5.11, Seite 50 und 5.12,
Seite 51).

Re(s) =0,5

- Re(s)=1

Tm(s) = 62019,18
1 >= Re(s) >= 0,35

Abbildung 5.10:
Schleifenbildung der Konvergenzlinie der Etafunktion fiir
Im(s) =69019,18, 0,35 < Re(s) <1

Der Verlauf der Etafunktion fiir diese Werte von s erklért, wie es zur Schleifen-
bildung der Etafunktion kommen kann. Verdndern wir den Wert von Re(s) von
1 gegen 0, so vergrofern sich zunéchst absolut Vektoren mit niedrigem n stérker
als die Vektoren mit ,hoher Startnummer®. Sukzessive verdndert sich dies, die
Region der absolut grofiten Vergroferung wandert allméhlich an der Figur der
Etafunktion entlang, so dass, wie wir aus den nachfolgenden Abbildungen (wobei
die unterschiedlichen Mafistédbe der Abbildungen beriicksichtigt werden miissen)
ersehen konnen, zuletzt beim Realwert Re(s) = 0 (Abbildung 5.12, Seite 51) das
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letzte geschwungene Segment die Figur des Verlaufs der Vektorenkette dominiert.

ry=2 ry=2 ry=2

x=2l . x= . ..% x=2
o
. P
B

%"%-; N
L & L ;
3 o
Re(s) =1
Malistab:

1

%ﬂﬁélﬁ]\
&\ / 2: !

{4 3

L x=2

Re(s) = 0,5 - Re(s) =0,4 =~ =

Im(s) = 62019,8

Abbildung 5.11:
Schleifenbildung der Konvergenzlinie—Vektorenverlauf

Wir kénnen jedem Abschnitt der Konvergenzlinie einen entsprechenden der Vek-
torenkette der Etafunktion zuordnen, wobei die Abschnitte zunichst klein sind,
fiir niedrigere Werte von Re(s) immer grofer werden. So entspricht der erste
hikchenartige kleine Bogen zu Beginn der Konvergenzlinie fiir Werte von Re(s)
dicht beim Wert Re(s) = 1 (Abbildung 5.10, Seite 49) in der Richtung der Ver-
laufsrichtung des zweiten Vektors der Etafunktion.
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R MaBstahb:

100

Re(s) =0,2

Im(s) = 62019,18

Abbildung 5.12:

Schleifenbildung der Konvergenzlinie-Vektorenverlauf fir Re(s) = 0,2 und
Re(s) = 0, —unterschiedliche Abbildungsmafstibe.

Eine Schleifenbildung kann so nur zustande kommen, wenn die Verlaufsrichtung
grofserer Abschnitte des Anfangs- und Endteiles der Vektorenkette der Etafunk-
tion im wesentlichen entgegengesetzt verlduft. Dies ist in der Abbildung (5.11
und 5.12) beispielhaft dargestellt.

Wir haben oben gesehen, dass wir fiir Re(s) = 0,5 dem Verlauf der Etafunktion
jeweils vergroferte Abbildungen der Funktionen (,q4(s) und (oqq(1 — s) iiberla-
gern kénnen. Wir erhalten dann einen Schnittpunkt dieser beiden Funktionen,
nennen wir diesen Punkt M, fiir welchen die Abstédnde zum Nullpunkt und zum
Konvergenzpunkt der Etafunktion gleich sind. Zeichnen wir dann noch die Ab-
stande von M zur Spitze des jeweiligen ersten Vektors der beiden (vergroferten
und gedrehten)Funktionen (yq4(s) und (oqq(1 — ), so erhalten wir eine symmetri-
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sche Figur mit zwei symmetrischen Dreiecken(am besten vermutlich in Abbildung
5.8, Seite 45 zu erkennen).

Suchen wir die entsprechenden Punkte auf der Abbildung der Etafunktion fiir
Re(s) =1, so werden zumindest einzelne Seitenldangen des von M und den End-
punkten des letzten geschwungenen Segmentes gebildeten Dreieckes kleiner sein
als die des entsprechenden Segmentes, welches von M und dem Anfangs- und
Endpunkt des ersten Vektors der vergrofierten und rotierten Funktion (,q4(s) ge-
bildet wird. Fiir Re(s) = 0,5 sind beide Dreiecke symmetrisch. Die Verlingerung
und Verdnderung der Seiten des das letzte geschwungene Segment enthaltenden
Dreieckes ist also grofer als die des anderen, welches die Vektorenkette der Vekto-
ren mit niedrigem n repréasentiert. Hierdurch beeinflusst dieser zweite Abschnitt
der Etafunktion durch sein zunehmend gréferes Wachstum, wenn sich der Wert
von Re(s) dem Wert 0,5 annéhert, die Verschiebung des Konvergenzpunktes ins-
gesamt starker als der erste Abschnitt.

Die Konvergenzlinie muss damit aber bereits fiir Werte von Re(s), die grofer als
0,5 sind, im wesentlichen in Richtung des Verlaufes des letzten geschwungenen
Segmentes verlaufen. Aus diesen Uberlegungen ergibt sich, dass der Scheitelpunkt
einer solchen Schleife der Konvergenzlinie bereits fiir Werte von Re(s) > 0,5 er-
reicht wird. Die Bewegung des Konvergenzpunktes auf der -linie in Relation zur
Verdnderung des Realwertes von s beschleunigt sich bei Verinderung von Re(s)
in Richtung auf den Wert 0 zusehends. Soll sich der Kreuzungspunkt der Konver-
genzlinie fiir zwei zum Wert Re(s) = 0,5 symmetrische Realwerte Re(s) = 0,5+d
und Re(s) = 0,5 — d ergeben, so miisste der Scheitelpunkt aber erst bei Wer-
ten von Re(s) < 0,5 erreicht werden, sonst ist die vom Konvergenzpunkt bei
Verdnderung des Realwertes von s vom Wert, der den Scheitelpunkt ergibt, zu
Re(s) = 0,5 — d zuriickgelegte Strecke im Koordinatensystem grofer als die
Strecke, die bei Verdnderung von Re(s) = 0,5 + d zum Realwert, der zum Schei-
telpunkt fithrt, zuriickgelegt wird.

5.6 Symmetrie II

Lisst sich die empirisch gefundene Ubereinstimmung der ersten Hilfte der Funk-
tion ploaq(1—s)+c mit der aus den geschwungenen Segmenten gebildeten zweiten
Hélfte der alternierenden Zetafunktion fiir den Wert Re(s) = 0,5 rechnerisch be-
griinden?

Betrachten wir die Proportionen der Winkel dieser Segmente zueinander: Das
letzte, langste geschwungene Segment der alternierenden Zetafunktion enthélt in
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der Mitte den Vektor v,,, bei welchem der Zuwachs J, zum vorhergehenden an-
ndhernd gleich 7 ist. Die Vektoren, die ja alternierend addiert und subtrahiert

werden, fiigen sich dann in einer geschwungenen Linie aneinander. Den Vektor
Im(s)
n

vy, erhalten wir in guter Ndherung, indem wir den Winkelzuwachs J, mit

1 1
m(s) = 7, somit n = m Die mittleren Vektoren der
n T
: Im(s) . .
anderen k Segmente ergeben sich dann zu n = ———= mit k = 3,5,7,.... Die ab-

berechnen. So gilt:

7r
soluten Winkel ¢,, dieser mittleren Vektoren ergeben sich dann fiir die Segmente

kzu@nzfm@ﬂn(”g@>.

Den Winkel ¢ z.B. zwischen dem vorletzten und dem letzten Segment koénnen
wir dann zu ¢ = Im(s)ln (Im—(s)) — Im(s)ln (Im—(s)) bestimmen.

T 3

™ 3

@:hmg<m<ﬁﬁﬁr>):nm@mw)

Dies entspricht aber exakt dem Winkel zwischen dem ersten und dem zweiten
Vektor der Funktion (,q4(s) und damit auch der Funktion (yqq(1 — s).

Dies ergibt: ¢ = I'm(s) (ln (IL(S)> —In (“”(5)))

Die Abbildungen zeigen, dass die geschwungenen Segmente auch in ihrer Lén-
ge zwischen den einzelnen Knotenpunkten exakt die Verhiltnisse zwischen den
Vektoren der jeweils zugeordneten Funktion nachbilden. Fiir (,:(s) sind dies die
Funktionen (yqq(s) und (oqq(1 —s), fiir die Funktion ¢(s) die Funktionen Ceyern (S)
und ge'uen(l - 8)-

Absolut kénnen wir die Lénge der geschwungenen Segmente abschitzen: Fiir
Re(s) = 0,5 betriagt die Linge lg1 des letzten geschwungenen Segmentes, be-
stimmt als der Abstand zwischen den Mittelpunkten der dieses Segment begren-
zenden Spiralwirbeln, wie wir empirisch durch die Uberlagerung der mit dem
Modulus von 2°, also dem Wert /2 multiplizierten Funktion (o4q(5) gefunden
haben, eben: lgq = /2.

Die durchschnittliche Lange der diesem Segment angehoérenden Vektoren kénnen
wir in Ndherung der Lénge des mittleren Vektors dieses Segmentes gleich setzen.
Fiir diesen Vektor ist, wie wir oben gesehen haben, der Winkelzuwachs dp zum
néichsten Vektor ungefihr 7. Es gilt: dp(n) = Im(s)(In(n)—In(n—1)) (mit n > 1).
Wir kénnen anndhern: « ~ I'm(s) (%) Hieraus folgt: n ~ ImT(S) Die Lénge [,, des

s

Tm(s) " Mit diesem Wert kénnen wir zumindest

Vektors entspricht dann [, ~
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niherungsweise berechnen, welche Anzahl m,; Vektoren nétig wéren, wiirden
wir die Lange des geschwungenen Segmentes durch eine gerade Vektorenkette
V2 V2y/Tm(s)

B N3 '

Im(s)

mit Vektoren dieser Lange nachbilden: m,; =~

Mit diesem Wert m,; konnen wir die Lénge des geschwungenen Segmentes fiir
andere Werte Re(s) berechnen. Da die Lénge aller Vektoren fiir Re(s) = 0 gleich
1 ist, wird die Lange des geschwungenen Segmentes fiir Re(s) = 0 gleich m,; =

7\/5 N\/I%m(s)' Fiir Re(s)

= 1 wird die durchschnittliche Lange der Vektoren [,, ~

2
L, die gesamte Linge des Segmentes abschétzbar zu m,1l, = M
Im(s) Im(s)

Berechnen wir die Relation p,, der Léngen des Segmentes fiir Re(s) = 0 und
Im(s
Re(s) = 1, so erhalten wir p,, = Im(s) . Entsprechend koénnen wir die Lingen
T
und dann auch die Relationen der anderen geschwungenen Segmente approxima-
tiv berechnen.

Wir kénnen hier erkennen, wie sehr sich die Grofenordnungen der Verdnderung
der ersten Vektoren des Anfangsteiles der Etafunktion und der geschwungenen
Segmente mit den Vektoren mit hohem n absolut betrachtet unterscheiden. Fiir
die Einzelvektoren n gilt, dass die Relation zwischen den Léngen fiir Re(s) =
0 und Re(s) = 1 jeweils gleich n ist. Entsprechendes gilt dann auch fiir die
geschwungenen Segmente, wenn wir ihnen den jeweiligen Wert n des mittleren
Vektors zuordnen.

5.7 Anzahl und Verteilung der Nullstellen

Den einzelnen Nullstellen kénnen wir, beginnend bei 1, geordnet nach aufstei-
gender Grofke des entsprechenden Wertes von I'm(s) jeweils eine ganze Zahl N
zuordnen. Nach Riemann|[1] l4sst sich die Anzahl der Nullstellen N(T) bis zu einer
beliebigen Grofe T des Wertes von Im(s) (mit 0 < I'm(s) < T) approximieren
durch

N(T) ~ —In— — — (5.1)
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Diese Grofe konnen wir erhalten, indem wir zunéchst den Einheitskreis so oft auf
der y—Achse abrollen, bis wir den Wert T erreichen. Wir zéhlen die Anzahl der
Umdrehungen des Einheitskreises und tragen diese nun in einer Darstellung des
Graphen der Logarithmusfunktion y = in(z) im kartesischen Koordinatensystem
auf der x—Achse ab. Die Fliche unterhalb des Graphen der Logarithmusfunktion
ergibt dann die Anzahl der Nullstellen der Zetafunktion bis zu diesem Wert T
(angenéhert, da diese Berechnung nach Riemann noch einen relativen Fehler der

1
Grofenordnung T enthilt).

Wie in verschiedenen Abbildungen illustriert, ndhern wir uns sowohl bei der Zeta-
als auch der Etafunktion der endgiiltigen Spiralbewegung um ein fixes Zentrum,
wenn die Winkel zwischen zwei aufeinanderfolgenden Vektoren kleiner als 27 wer-
den. Bei der Etafunktion beginnt dann die Ausbildung des letzten geschwungenen
Segmentes, das in der Figur des Konvergenzsternes endet, bei der Zetafunktion
mit der Mitte des letzten geschwungenen Segmentes die immer fortdauernde Spi-
ralbewegung um ein bestimmtes Zentrum. Diesen Differenzwinkel ¢ zwischen
zwei Vektoren v, und v(,_;) konnen wir fiir hohe Werte von n anndhernd er-

Im(s)

halten mit der Ndherung ¢ = ——=. ¢ muss dann fiir das gesuchte n gleich 27
n

1
sein. Es muss also gelten: 27 = m Hieraus ergibt sich die Anzahl n, der

n
Vektoren der Schleife, welche vor Beginn der endgiiltigen Spiralbewegung durch
Im(s)

2

die Zahlenebene méandriert zu: n, =

Dieser Wert entspricht der Zahl der Umdrehungen des Einheitskreises, wenn wir
diesen auf der y—Achse vom Nullpunkt bis zum Wert I'm(s) = T abrollen.

Die Zahl der Vektoren in der méandrierenden Schleife steht so mit der Zahl der
Nullstellen N(7T') nach Gleichung (5.1) in direktem Zusammenhang:

N(T) ~ nyln(n,) — ny, (5.2)

T
Die Grofken n, = o in den Gleichungen 5.1 und 5.2 kénnen wir auch in guter

N&herung aus den A7lr)bildungcn 1.1, Seite 4 und 2.2, Seite 15 ablesen. Wir bestim-
men in Abbildung 1.1 die Anzahl der Vektoren n, in der Schleife vor Beginn der
endgiiltigen Konvergenzbewegung. Folgen wir nun den Spiralsegmenten(der Lan-
ge 1) der divergierenden Pythagoreischen Spirale bis zum Segment n,,, so kénnen
wir den natiirlichen Logarithmus dieser Gréfe n,, als Lénge der entsprechenden,
innerhalb des Einheitskreises auf den Nullpunkt zulaufenden Spirale, ausgehend
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vom Punkt 1 auf der x—Achse, abmessen. Wir erhalten also die Anzahl der Null-
stellen N (T') bis zu einem Wert I'm(s) = T, wenn wir das Rechteck aus der Lan-
ge des divergierenden und des konvergierenden Abschnittes der Pythagoreischen
Spirale bilden, wobei wir jeweils so viele Spiralsegmente n, = I’g—(s) heranziehen,
wie es flir diesen Wert Im(s) = T Vektoren der Zetafunktion vor der endgiiltigen
Konvergenzbewegung gibt und hiervon ein Rechteck subtrahieren, welches wir
erhalten, wenn wir als dessen Breite die Lange des divergierenden Abschnittes
der Pythagoreischen Spirale(ausgehend vom Punkt 1 auf der x—Achse) auf einer
Gerade abtragen und mit dieser ein Rechteck der Hohe 1 bilden. Die Flache des
verbleibenden Rechtecks ergibt bis auf den oben genannten Fehler die Anzahl der
Nullstellen bis zu diesem Wert Im(s) =T.

Nach dem Integral

/ln(a:) dx = zln(z) —x

kénnen wir, wenn wir als Wert von x die Anzahl der Vektoren der Zetafunk-
tion bis zur Mitte des letzten geschwungenen Segmentes nehmen, die Zahl der
Nullstellen der alternierenden (und der Riemannschen-) Zetafunktion ablesen als
Fléache unterhalb des Graphen des natiirlichen Logarithmus bis zum Wert x.



Kapitel 6

Inkommensurable
Vektorketten

6.1 Etafunktionen fiir Re(s) =d und Re(s) =1—d

Betrachten wir die alternierenden Zetafunktionen fiir die Werte Re;(s) = d und
Res(s) =1 —dmit 0 < d < 0,5, die im Falle eines Wertes von I'm(s), welcher
eine Nullstelle erméglicht, beide am Nullpunkt konvergieren miissten, wenn diese
Nullstelle nicht fiir den Wert Re(s) = 0,5 auftreten soll.

Welche Beziehung verbindet die beiden Funktionen? Um die Vektoren fiir den
Wert Rey(s) = d (mit 0 < d < 0,5), welche die Liinge l; = -5 aufweisen, in die

Vektoren fiir Rea(s) = 1 — d mit der Lange Iy = %d zu Uberfiihren, miissen wir

sie Vektor fiir Vektor mit dem Proportionalitdtsfaktor p,, multiplizieren. Es gilt
also:

1 nd
Pn—F = —
" pd n
n2d 1
Pn= "= 1724

Es erweist sich als sehr schwierig, wenn nicht sogar unmoglich, dass eine Vektoren-
kette, welche wir erhalten, indem wir alle n Vektoren einer Funktion mit einem
fiir jeden Vektor n ganz spezifischen Faktor multiplizieren, welcher der Grofie

o7
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Pn = i entspricht, am selben Punkt konvergieren soll wie die Ausgangs-
funktion.. Diese Proportionalititsfaktoren bilden ja selbst wieder die Moduli ei-
ner eigenen Zetafunktion, eben jener fiir den Wert Re(s) = 1 — 2d. Wir miissten
also diese zwei Zetafunktionen, von welchen nur eine am Nullpunkt konvergiert,
Vektor fiir Vektor miteinander multiplizieren und die durch die Addition dieser
Vektoren erhaltene Vektorenkette miisste ebenfalls am Nullpunkt konvergieren.
Vergrofern wir alle Vektoren einer Vektorenkette mit demselben Faktor, so wird
auch die Entfernung des Konvergenzpunktes der vergroferten Funktion vom Null-
punkt um diesen Faktor grofer sein als die Distanz des Konvergenzpunktes der
Ausgangsfunktion. In diesem Fall der Vergroferung aller Vektorenldngen um den-
selben Faktor erhalten wir fiir den Fall, dass die Ausgangsfunktion am Nullpunkt
konvergiert eine um den jeweiligen Faktor vergroferte Funktion, die natiirlich
ebenfalls am Nullpunkt konvergiert. Dies ist trivial. Weitaus weniger trivial ist
aber das Problem, welches sich stellt, wenn eine Vektorenkette, die aus einer fiir
jeden Vektor v, unterschiedlich groften Streckung einer an einem bestimmten
Punkt, z.B. dem Nullpunkt konvergierenden Ausgangskette hervorgeht, ebenfalls
an diesem Punkt konvergieren soll:

6.2 ,Abstofiung”‘ der Partialsummen

Diese Uberlegung zur resultierenden Distanz der Summen von Vektoren, die sich
alle in ihrer Linge dadurch unterscheiden, dass die Vektoren einer Kette jeweils
etwas grofier sind als die der anderen (vgl. Abbildung 6.1, Seite 59 links), ist von
ganz entscheidender Bedeutung fiir den Nachweis der Richtigkeit der Riemann-
schen Vermutung. Sie soll etwas vertieft werden:

Gehen wir zuriick zu unseren alternierenden Zetafunktionen fiir die Werte Re(s) =
d und Re(s) =1—d mit 0 < d < 0,5 . Beide miissten im Falle zweier zur kriti-
schen Gerade symmetrischer Nullstellen am Nullpunkt konvergieren. Betrachten
wir die Situation nach Addition einer bestimmten Anzahl (n) Vektoren v,: Bei
der Funktion mit Re(s) = d sind die Moduli aller Vektoren (mit n > 1) grofier
als die entsprechenden Moduli der Vektoren der Funktion fiir Re(s) =1 —d.

Nehmen wir an, die Spitzen der beiden Vektorenketten liegen eine bestimmte Di-
stanz voneinander entfernt. Diese Distanz kénnen wir als (Differenz-) Vektor vg(,,)
auffassen, dessen Spitze mit der Spitze der Kette der jeweils grofieren Vektoren,
dessen Basis hingegen mit der Spitze der Kette der jeweils kleineren Vektoren
zusammenfillt. Addieren wir nun die jeweiligen Vektoren v,,1 zur Spitze der
entsprechenden Vektorenketten: Geometrisch ldsst sich zeigen (Abbildung 6.2,
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. -2
Moduli

/ der
Vektoren

151 r b [

<

T T T

Re(s)=0 Re(s)=1 Re(s)=0 2 Re(s)=1 Re(s)=0 Re(s)=1

Calt(s) ;Calt (S) 2§Calt(3)

Abbildung 6.1:
Léngen der ersten 14 Vektoren fiir unterschiedliche Werte 0 < Re(s) < 1 und
die Funktionen: (q4(s), %Calt(s) und 25¢,4(s)

Seite 61), dass es, von wenigen Ausnahmen abgesehen, einen bestimmten Winkel
zwischen den Vektoren vg; und v,41 geben muss, bei welchem die Spitzen der
beiden resultierenden Vektorenketten, also der beiden Vektoren v,y; , ebenso
weit voneinander entfernt zu liegen kommen wie die Spitzen der Vektoren v, so
dass der Modulus des entsprechenden Differenzvektors v4(,4.1) und der Modulus
des vorangehenden Differenzvektors v,(,,) gleich sind. Fiir den Betrag || dieses
Winkels, fiir welchen sich die zuvor bereits erreichte Distanz zweier Vektorenket-
ten nicht verandert, gilt: g < |¢| < w. Fir den Winkel |¢| = g, also den Fall,

dass die Vektoren v, 11 senkrecht zum Vektor v, stehen, kommt es, ebenso wie
fiir kleinere Betréige des Winkels ¢ zu einer Vergrofierung der zuvor bestehenden
Distanz.

Der Bereich der Argumente der Vektoren v,41, fiir den eine Vergroferung einer
zuvor bestehenden Distanz der Spitzen zweier Vektorenketten nach der Additi-
on der jeweils néchsten Vektoren resultiert, ist immer grofier als der Wertebe-
reich der Winkel der Vektoren vy, der zu einer Verringerung der Distanz fiihrt.
Kommt es zu einer Annéherung der Partialsummen, so wird der Differenzvektor
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Vq(n) kleiner, der Langenunterschied der zwei zu addierenden Vektoren vy, 11 im
Vergleich zu diesem Differenzvektor relativ grofer. Damit wird der Wertebereich
des Winkels, welcher zu einer Vergrofierung der Distanz der Partialsummen fiihrt,
ebenfalls grofser. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich diese Distanz vergrofert, steigt
sozusagen automatisch, wenn sich diese Distanz auf Grund besonderer Verhéltnis-
se der Lage, Grofe der Moduli und der Argumente der vorangehenden Vektoren
verringert. Hierdurch ,stofen” sich die Vektorketten sozusagen ,ab* (Abbildung
6.2, Seite 61). Dieser Effekt wird noch zusétzlich verstiarkt: wenn die Differenz
der Moduli der beiden zu addierenden Vektoren v, 1 grofer ist als der doppel-
te Abstand der beiden Partialsummen, dann vergrofert sich die urspriingliche
Distanz fiir alle Winkel zwischen diesen Vektoren und dem Differenzvektor der
Partialsummen.

Fiir den Abschnitt der Etafunktion, welcher aus den geschwungenen Segmenten
besteht gelten entsprechende Uberlegungen, nun aber nicht mehr fiir die Ein-
zelvektoren sondern fiir die Verdnderung der Distanz der beiden Partialsummen
durch die Addition der einzelnen Segmente.

Bei der fiir die mittlerweile bereits untersuchten Werte von I'm(s) > 10'2 sehr
hohen Zahl der Vektoren in der Vektorenschleife vor Beginn der endgiiltigen Kon-
vergenzbewegung, die selbst zu keiner wesentlichen Verédnderung der Distanz der
beiden Vektorenketten mehr fithren kann, kénnen wir stark vereinfachend davon
ausgehen, dass die Winkel zwischen den jeweiligen Vektoren v,, (bzw. im zweiten
Abschnitt der Etafunktion zwischen den geschwungenen Segmenten) und den zu-
geordneten Differenzvektoren vy, sich randomisiert auf den Bereich 0 < [p| < 7
verteilen. Damit gibt es aber mehr Vektoren(bzw. Segmente), deren Addition zur
Vergrokerung einer bereits zuvor bestehenden Distanz zweier Vektorenketten fiih-
ren muss, als solche, deren Addition die entsprechende Distanz verringern wird.
Die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Distanz der Spitzen der zwei Vektoren-
ketten (mit jeweils n Vektoren) der alternierenden Zetafunktion fiir die Werte
Re(s) = d und Re(s) =1—d (mit 0 < d < 0,5) nach der Addition weiterer Vek-
toren v,,t1(bzw. Segmente) vergrofert, ist also groker als die Wahrscheinlichkeit,
dass sich ihre Distanz verringert. Dieser Effekt wird sich umso stérker auswirken,
je grofer der Wert von I'm(s) sein wird, da sich hierdurch mehr Vektoren bzw.
Segmente in den entsprechenden Abschnitten vor Beginn der endgiiltigen Kon-
vergenzbewegung befinden und dieses statistische Argument der randomisierten
Verteilung der Argumente der Vektoren v,,41 und der entsprechenden geschwun-
genen Segmente in Bezug auf die Argumente der jeweiligen Differenzvektoren
Vd(n), Welche die Distanz der beiden Vektorenketten représentieren, zunehmend
an Bedeutung gewinnt.
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Abbildung 6.2:

»Abstofung* der Partialsummen: Effekt der Addition zweier Vektoren wv,,.1
(blau dargestellt, fir Re(s) = d und Re(s) = 1 — d (kleinerer Vektor) mit
0 < d < 0,5) auf eine vorbestehende Distanz vy(,) (dunkelgriiner Vektor) der
Partialsummen. Ist die Differenz der beiden zu addierenden Vektoren v,,41 grof
im Vergleich zur bestehenden Differenz vy, (untere Bildhilfte), so vergréfert
sich der jeweils rechts violett segmentférmig dargestellte Bereich des Winkels
zwischen dem Distanzvektor der Partialsummen vg(,) und den zu addierenden
Vektoren v,,11, welcher zu einer Vergréfserung der Distanz der Partialsummen
fiihrt. Der resultierende Distanzvektor vg(,41) (dunkelrot) wird dann grofer als
der urspriingliche Distanzvektor v,(,,). Bildmitte: Die Schnittpunkte des violett
dargestellten Kreises, dessen Radius der Differenz der Moduli der beiden zu ad-
dierenden Vektoren v, i entspricht, um die Spitze des zum kleineren Vektor
Unt1 (fiir Re(s) = 1 —d) addierten (hellgriinen) Distanzvektors vq(,,), mit dem
hellgriin dargestellten Kreis um dessen Basis mit dem Modulus des urspriingli-
chen Distanzvektors v (,)(hellgriin) als Radius, markieren die Winkel zwischen
den beteiligten Vektoren, bei welchen der Betrag der Differenz der Partialsum-
men nach Addition der Vektoren v,,+; unveréndert bleibt. In der Darstellung
unberiicksichtigt ist eine Parallelverschiebung der Dreiecksfigur, welche die un-
terschiedlichen Argumente der zu addierenden Vektoren bewirken wiirden. Fiir
die Betrachtung der resultierenden Verdnderung der Partialsummen ist diese
Parallelverschiebung irrelevant.
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6.3 Schitzung einer Partialsumme der Etafunkti-
on

Wir kénnen so auch den durchschnittlichen Effekt der Verschiebung eines End-
punktes einer Vektorenkette aus 2 Vektoren betrachten, der resultiert, wenn wir
eine zweite Vektorenkette aus der ersten bilden, indem wir beide Vektoren mit
zwei unterschiedlich grofien Faktoren(beide sollen > 1 sein) vergrofern. Die ef-
fektive Differenz der Spitzen der zwei resultierenden Vektorenketten héngt dabei
vom Winkel zwischen beiden Vektoren ab. Sie wird am grofiten sein, wenn beide
Vektoren dasselbe Argument haben, am geringsten, wenn ihre Argumente sich
um (2k — 1)7 (mit der natiirlichen Zahl k) unterscheiden. Fiir eine sehr lange
Vektorenkette wie im Falle der alternierenden Zetafunktion mit hohen Werten
von I'm(s) konnen wir vereinfachend annehmen, alle Argumente aufeinanderfol-
gender Vektoren zumindest im Abschnitt bis zum Beginn der Ausbildung der
geschwungenen Segmente unterschieden sich um 7, sie stiinden alle senkrecht
aufeinander. Dabei gehen wir davon aus, dass sich die unterschiedlich starken
Auswirkungen der Langenunterschiede der Vektoren bei der groften Zahl von un-
terschiedlichen Winkeln im wesentlichen ausgleichen. Um so die durchschnittliche
Distanz der Spitzen der Vektoren fiir bestimmte n der alternierenden Zetafunk-
tion fiir verschiedene Werte von Re(s) abzuschiitzen, konnen wir uns an das
Bild der Pythagoreischen Spirale und der dem Einheitskreis anliegenden Stre-
cken der Lénge [, = % erinnern, in diesem Fall wéire Re(s) = 0,5: Fiigen wir
all diese dem Einheitskreis anliegenden Strecken durch Parallelverschiebung je-
weils senkrecht zueinander stehend aneinander, so erhalten wir in der Distanz
der Eckpunkte der resultierenden Pythagoreischen Spirale vom Nullpunkt eine
grobe Schétzung fiir die durchschnittliche Grofse des Betrages des Abschnittes
der alternierenden Zetafunktion vor Beginn der Ausbildung der geschwungenen
Segmente. In der Regel wird sich so die Spitze einer Vektorenkette, welche durch
Multiplikation aller Vektoren einer Ausgangsfunktion mit jeweils unterschiedli-
chen Faktoren entsteht, umso weiter von der urspriinglichen Position entfernen,
je grofer die Faktoren und damit die Unterschiede der Léngen der einzelnen
Vektoren sind. Dies gilt, solange die Argumente der Vektoren weitgehend ran-
domisiert verteilt sind. Diese Schiitzung ergibt somit fiir Re(s) = 0,5 als Wert
des Modulus der alternierenden Zetafunktion bis zum Beginn der Ausbildung der
geschwungenen Segmente mit n Vektoren den n— ten Radius dieser Spirale(mit

1 1 1 1
rn = \/ 1 + 3 + 3 +...—), welcher der Quadratwurzel des Modulus der Zeta-
n

funktion mit s = 1 + 07 bis zu diesem Vektor entspricht, da die Quadrate iiber

1 1 1
diesen Radien der Grofe 1+ 3 + 3 sind, welche wiederum in ihrer Summe die
n
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bekannte obere Grenze der Grofie des Modulus der Riemannschen Zetafunktion
fiir Re(s) =1 ergeben. Diese lautet allgemein [2](Seite 183):

|C(Re(s) + Im(s)i)| = ‘anRe(s —Im(s)i

Zn Re(s) — ¢(Re(s))

(es ist einleuchtend, dass der Betrag der summierenden Zetafunktion maximal
grofs wird, wenn alle Vektoren auf einer Gerade, in diesem Falle der x—Achse, lie-
gen.) Da fiir Re(s) = 0,5 der erste Abschnitt der Etafunktion bis zur Ausbildung
der geschwungenen Segmente fiir den Vektor v,, mit

Im(s)
27

n~

und der zweite, aus diesen Segmenten bestehende Abschnitt symmetrisch sind
und sich beide mit Zunahme von Im(s) wie um ein Scharnier bei v, umeinander
drehen, wird der Gesamtbetrag der Etafunktion damit zwischen dem Zweifachen
der fiir v,, erreichten Schiatzung des Modulus und Null liegen.

6.4 Stan Laurel und Oliver Hardy bei der Legion

Ein Film mit den zwei kérperlich und in ihrem Temperament so unterschiedli-
chen Charakteren, welche Stan Laurel und Oliver Hardy verkorpert haben: Der
Gang des Schicksals hatte sie in die Fremdenlegion verschlagen. Beeindruckend
bog die Marschkolonne der Kompanie um einen breiten Hiigel in der westafrika-
nischen Wiiste. Die Manner marschierten im Gleichschritt, regelméfig war der
Rhythmus ihres Marsches, niemand hétte sich dieser respekteinfléfsenden Truppe
entgegen stellen wollen. Die Stimmung der Mé&nner war gut. Da — eine leichte
Unregelmafigkeit machte sich bemerkbar, S. Laurel stolperte kurz, fasste rasch
wieder Tritt unter Mithilfe von O. Hardy. Allerdings kam letzterer nun kurz ins
Stolpern, was seinen Nebenmann irritierte. Man sah wandernde kleine Herde der
Unordnung im regelméfigen Bilde der marschierenden Truppe, welche sich zu-
letzt immer mehr verstdrkten, um in einem sich selbst organisierenden vélligen
(indeterministischen, da S. Laurel und O. Hardy mit von der Partie waren) Chaos
zu enden. Wenig war iibrig vom Stolz und Glanz der Kompanie.

Wir kénnten uns S.Laurel und O. Hardy beim Exerzieren auf dem (unendlich
grofen) Exerzierplatz der Legion in Westafrika vorstellen, dicht bei Fort Zinder-
neuf: Wir geben S. Laurel die Aufgabe, mit immer kleiner werdenden Schrittlén-
gen jeweils einen Schritt n in eine von uns angegebene Richtung zu machen, dort
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erneut einen Schritt in eine andere Richtung zu machen. Die Schrittlange bestim-
men wir als s; = & (mit 0 < d < 0,5). Am selben Ausgangspunkt lassen wir O.
Hardy starten, ihm geben wir die Aufgabe, jeweils seine Schritte in dieselbe Rich-
tung wie S. Laurel zu fiihren. Er soll dieselbe Schrittlinge wie S. Laurel wihlen,
allerdings fiir jeden Schritt n (mit » > 0) multipliziert(verkleinert) mit dem Fak-
tor p, = nl%w Jeder Schritt der beiden (aufier dem ersten mit Schrittlinge 1)
ist also systematisch von dem des anderen unterschieden. S. Laurel macht immer
den groferen Schritt. Da wir die Verhéltnisse fiir hinsichtlich der Richtigkeit der
Riemannschen Vermutung noch nicht durchgerechnete Werte von I'm(s) untersu-
chen wollen, miissen die beiden > 10'! Schritte machen, bevor sie auf der Weite
des Exerzierplatzes etwas zur Ruhe kommen und die endgiiltige Konvergenzbe-
wegung einlduten konnen. Nachdem sie nun bei sehr zurtickhaltender Schiatzung
mehr als 30 000 Jahre unermiidlich Tag und Nacht unterwegs gewesen wéren mit
jeweils unterschiedlichen Schrittlingen — sehr groft wire die Wahrscheinlichkeit,
beide wiirden die endgiiltige Konvergenzbewegung um exakt denselben Punkt des
Exerzierplatzes ausfiihren, nicht. Noch viel kleiner wére die Wahrscheinlichkeit,
dieser Punkt wére eben der Ausgangspunkt der langen Reise.

(Wenn es einen solchen Fall geben wiirde kénnten wir ihn mit den Mitteln der
Computerberechnung nie sicher stellen: Wer konnte uns garantieren, dass eine
gemeinsame Konvergenz an einem bestimmten Punkt, welche wir fiir zwei be-
stimmte Werte von Re(s) = d und Re(s) = 1 — d mit einer bestimmten Anzahl
von Stellen nach dem Komma bestétigt sehen wiirden, sich auch bestitigen wiir-
den, wenn wir die Zahl der Nachkommastellen erhéhen wiirden? Wir bendtigten
fiir einen letztgiiltigen Beweis einer zweifachen, zur kritischen Gerade symmetri-
schen Nullstelle zusétzlich einen allgemeinen Zusammenhang zwischen der Ver-
groferung und Verkleinerung der einzelnen Abschnitte der Etafunktion fiir diese
zwei Werte von Re(s), der die exakte Ubereinstimmung der Konvergenzpunkte
fiir beide Werte von Re(s) begriinden kénnte. Einen solchen Zusammenhang kann
ich auch nicht im Ansatz sehen, dagegen zahlreiche Mechanismen, die eben ein
solches Aufeinandertreffen der Konvergenzpunkte fiir diese Werte von Re(s) in
der komplexen Zahlenebene allgemein und im Besonderen am Nullpunkt verhin-
dern konnen).
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Konvergenz der Etafunktion
bei Veranderung von Re(s)

Allgemein konnen wir folgende Eigenschaften der alternierenden Zetafunktion
und der Bewegung ihres Konvergenzpunktes bei Verdnderung des Wertes Re(s)
festhalten:

Die alternierende Zetafunktion (,:(s) konvergiert fiir Werte von Re(s) nahe 1
rasch und relativ nahe dem Wert 1 auf der x—Achse, da die Lange der Vektoren

1 . . .
— mit zunehmendem n rasch kleiner wird.
oy

(Die Moduli der ersten 14 Vektoren fiir die unterschiedlichen Werte 0 < Re(s) < 1
sind in Abbildung 6.1, Seite 59 links dargestellt).

Verringern wir den Wert von Re(s) sukzessive gegen Null, so verldngern sich die
einzelnen Vektoren der alternierenden Zetafunktion kontinuierlich. Wird Re(s) =
0, so haben alle Vektoren v,, den Modulus 1. Wir kénnen dies in Abbildung 6.1
links erkennen. Die Proportionen unter den einzelnen Vektoren &ndern sich da-
bei mit jeder Verdnderung von Re(s), qualitativ andert sich aber dabei nichts.
Die Rangfolge der Vektoren, werden sie ihrer Grofle nach geordnet, bleibt fiir
alle Werte von 0 < Re(s) < 1 erhalten. Meist resultiert dann ein bogenférmi-
ger, oft gestreckter Verlauf der resultierenden Konvergenzlinie, auf welcher sich
der Konvergenzpunkt bewegt, wenn wir den Wert von Re(s) von 1 gegen Null
verringern.(Abbildung 7.1).

65



66 KAPITEL 7. ETAFUNKTION UND RE(S)
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Abbildung 7.1:
Linien, auf welchen sich der Konvergenzpunkt bei Verdnderung des Wertes von
Re(s) zwischen 1 und 0 bewegt (Werte von Im(s) zwischen -2000114 und -
2000141, Intervall 1)

Wir kennen auch Beispiele von Schleifenbildungen der Konvergenzlinie fiir un-
terschiedliche Werte von Re(s). Diese kénnen auftreten, wenn die Richtung der
einzelnen Segmente der Etafunktion unterschiedlich ist. Gehen wir vom Wert
Re(s) = 1 aus und verringern diesen sukzessive gegen Null, so ist die Verdnde-
rung der Langen der einzelnen Vektoren und dann der geschwungenen Segmente
unterschiedlich. Zu Beginn nehmen die Vektoren und Segmente mit niederen n
starker an Grofe zu als diejenigen mit hohen Werten von n. Je kleiner Re(s)
allerdings wird, umso stiarker nehmen relativ zur Verringerung des Wertes von
Re(s) die Langen der Segmente mit hohen n zu. Dies ist in Abbildung 7.2, Seite
67 illustriert.

Zu Beginn vergrofert sich insbesondere der Anteil der Etafunktion, welcher aus
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Zunahme der Lingen der Segmente bei Verinderung des Wertes
von Re(s) von 1 gegen 0

30—
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Im(s) = 200 Im(s) = 200 Tm(s) = 200000

Segmente bzw.
Vektoren n=3
nil,5pirion>0,54pi

Abbildung 7.2:
Zunahme der absoluten Lange einzelner Vektoren und geschwungener Segmente
bei Verdnderung von Re(s) fiir drei unterschiedliche Werte von I'm(s) — Mitte
und rechts: logarithmischer Mafistab der y-Achse

den Einzelvektoren mit niedrigen Werten von n besteht. Der Konvergenzpunkt
wird sich hierdurch in der Richtung bewegen, die der Gesamtrichtung dieses Ab-
schnittes entspricht. Immer mehr wird sich dann die Vergroferung der Segmente
mit hohen n bemerkbar machen. Insbesondere ist die Zunahme des letzten ge-
schwungenen Segmentes exponentiell, wie es aus dem geradlinigen Verlauf der
Léngenzunahme in Abbildung 7.2, Seite 67 deutlich wird. Zeigt dieses Segment
oder auch die vorhergehenden nun in eine andere Richtung als der erste Ab-
schnitt, so wird die Richtung der Bewegung des Konvergenzpunktes sich umkeh-
ren. Dabei kann es dann zu einer vollstdndigen Schleifenbildung kommen. Eine
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solche ist relativ selten; ich konnte eine solche nur fiir Werte von Im(s) finden,
welche weitgehend mittig zwischen den Nullstellen lag, das heifit, die endgiiltige
Richtung der Bewegung des Konvergenzpunktes (hervorgerufen durch ebensol-
che Gerichtetheit des letzten Segmentes) weist dabei vom Nullpunkt weg. Der
Umkehrpunkt, an welchem sich die Richtung der Konvergenzlinie umkehrte, lag
dabei jeweils deutlich oberhalb des Wertes Re(s) = 0, 5. Dies deshalb, da sich der
Einfluss des letzten geschwungenen Segmentes, wie oben niher ausgefiihrt(Seite
52), mit niedrigerem Wert von Re(s) immer starker bemerkbar macht. Im Falle
einer Nullstelle der Etafunktion fiir Re(s) = d und Re(s) = 1 — d miisste der
Umkehrpunkt aber unterhalb des Wertes von Re(s) = 0,5 liegen, wenn sich die
Konvergenzpunkte fiir diese Werte von Re(s) treffen sollen. Es scheint, als sei
dies fiir hohere Werte von I'm(s) immer unwahrscheinlicher, da fiir diese Werte
von I'm(s) die Langenzunahme des letzten Segmentes immer dominierender wird.
Umso frither setzt dann bei Verinderung von Re(s) von 1 gegen 0 die endgiiltige
Veranderung der Bewegungsrichtung der Konvergenzlinie ein.

Kommt es durch die unterschiedliche Verdnderung der einzelnen Anteile der
Schleife der Vektoren zu einer Kreuzung der Linie des Konvergenzpunktes, so
ist kein Grund ersichtlich, dass eine solche Kreuzung eben die beiden Werte
Re(s) =1 —d und Re(s) = d betreffen wiirde. Es ist viel wahrscheinlicher, eine
solche Kreuzung ereignete sich an Punkten, welchen Werte von Re(s) zugeordnet
waren, die nicht symmetrisch zur kritischen Gerade liegen. Es ist zu vermuten,
dass fiir alle Schleifen der Konvergenzlinie fiir einen bestimmten Wert von I'm(s)
der Schnittpunkt so liegt, dass der Mittelwert Mg, (,) der beiden Realwerte Re(s);
und Re(s)s , welche zur Konvergenz der Etafunktion am selben Punkt der Zahlen-
ebene fiihren, zwischen 0,5 und 1 liegt, also gilt: Mp.(s) = w > 0,5

Ein weiteres Argument gegen die Annahme, Nullstellen seien fiir Werte von
Re(s) # 0,5 moglich: Nehmen wir an, der doch zum Teil chaotisch anmuten-
de Verlauf der Einzelvektoren des ersten und der geschwungenen Segmente des
zweiten Abschnittes der Etafunktion wiirden zu einer Nullstelle fiir einen Wert
von Re(s) # 0,5 fithren. Das Wahrscheinlichste wire dann, dass fiir den zugeord-
neten Wert von Im(s) eben diese eine Nullstelle entstehen wiirde, die Verlaufslinie
des Konvergenzpunktes in irgendeiner mehr oder weniger geschwungenen Weise
durch den Nullpunkt verliefe ohne eine Schleife zu bilden. Dies wére bei oberflach-
licher Betrachtung ein durchaus vorstellbarer Fall. Die Nullstelle wére singular.
Weniger wahrscheinlich wére, dass es eine Schleifenbildung der Konvergenzlinie
fiir diesen Wert von Im(s) geben wiirde. Noch viel unwahrscheinlicher wére, dass
der Kreuzungspunkt dieser Schleife eben auf dem Nullpunkt zu liegen kommen
wiirde. Sehr unwahrscheinlich wire wiederum, dass die Werte von Re(s), die den
beiden aufeinander zu liegen kommenden Punkten der Konvergenzlinie zugeord-
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net werden lonnen, exakt symmetrisch zum Wert Re(s) = 0,5 liegen wiirden.

So kénnten wir uns sehr viele Fille von Nullstellen fiir Werte von Re(s) # 0,5
vorstellen, die aber wegen der aus der Funktionalgleichung abzuleitenden For-
derung, dass Nullstellen der Zetafunktion symmetrisch zum Wert Re(s) = 0,5
liegen miissen, nicht moglich sind. Solche Nullstellen sind sozusagen ,verboten® .
Betrachten wir aber nur die Verldufe der Vektorketten, so ist festzuhalten, dass
solche ,yerbotenen“ Nullstellen viel, viel wahrscheinlicher sein miissten als sol-
che, die symmetrisch zur kritischen Gerade liegen. Sind aber solche, eigentlich
wesentlich wahrscheinlichere Nullstellen unmoglich, warum sollten dann die viel
unwahrscheinlicheren moglich sein?

(Dass auch die eigentlich wahrscheinlicheren singuldren Nullstellen nicht méog-
lich sind liegt eben an dem besonderen Verhéltnis der Langen und Winkel der
Einzelvektoren im Falle Re(s) = 0,5 wie jetzt niher erldutert werden soll).



Kapitel 8

Nullstellen, Langen und
Winkel

Fiir die Etafunktion kennen wir bisher zwei Arten von Nullstellen: Solche fiir
Re(s) = 0,5, die den nichttrivialen Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion
entsprechen, sowie Nullstellen fiir Re(s) = 1 fiir Werte von I'm(s), fiir welche der
Term (1 — 2'7%) in der Gleichung

Car(s) = 1(s) = (1= 2'7°)¢(s) (8.1)
oder der entsprechenden Gleichung:

((s) = (1_7121_5)@1[15(8) (8.2)

gleich Null wird. Wir miissten in diesem Fall in Gleichung 8.2 durch Null divi-
dieren. So verschwindet (,vanishes“ nach Sondow [4]) die Zetafunktion fiir diesen
Wert von s = 1+ Im(s), der sich dadurch auszeichnet, dass zumindest Vektor v,
fiir n = 2 in der positiven x-Achse liegt, (oft auch direkt nachfolgende Vektoren),
so dass die Anfangsvektoren der Funktion (epen(s) auf dem ersten Vektor der
Funktion (,q4(s) zu liegen kommen, diesen sozusagen ,nachbilden. Dies ergibt
sich fir Werte s ~ 1+m-9,0647202 mit m € N. (Vektor v, fir n = 2 liegt
m2m
In(2)
halten wir den Wert I'm(s) ~ 9,0647202) Die Funktionen (,44(s) und Cepen(s)

in der x-Achse, wenn gilt: Im(s)in(2) = m2x also Im(s) = (fir m=1 er-
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umkreisen in ihrer endgiiltigen Spiralbewegung in diesem Fall denselben Punkt
der komplexen Zahlenebene, welcher aber nicht dem Nullpunkt entspricht. Somit
konvergiert dann (,;¢(s) am Nullpunkt, wohingegen die summierende Zetafunkti-
on ((s) den Punkt in doppelter Entfernung der beiden Teilfunktionen umbkreist,
der dann auch dem Funktionswert der Riemannschen Zetafunktion entsprechen
wiirde. (Abbildungen 8.2, Seite 72 und 8.1, Seite 71).

-y=1
%ﬂm\
)
21
T\
~
|
Im(s) = 453,2375 x=1
Re(s)=1

Codd(s) Ceven(8)
=y 3

Abbildung 8.1:
Nullstellen fiir Re(s) =1 (I)
Codd(s) und Ceyen(s) konvergieren am selben Punkt der Zahlenebene

Nichttriviale Nullstellen wurden bislang nur fiir Werte mit s = 0,5 + Im(s)
gefunden. Nichttriviale zeichnen sich im Vergleich zu den Nullstellen der Eta-
funktion fiir Werte von s mit Re(s) = 1 dadurch aus, dass beide Teilfunktionen
Codd(s) und Cepen(s) mit dem Zentrum ihrer endgiiltigen Spiralbewegung iiber
dem Nullpunkt zu liegen kommen. Hierdurch konvergiert (;:(s) am Nullpunkt,
das Zentrum der endgiiltigen Spiralbewegung der summierenden Zetafunktion
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Ceven(s) COdd(S)
C(Ltt(s)

Tm(s) = 45,3236

Csum(s)

Re(s)=1
nmax = 57
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Im(s) = 49,77383
Re(s) =0,5
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C(Ll t ( S )
Im(s) = 3625,888
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Csum (S) COdd( ) 5;(23[;14616

Ce'u en ( S ) T(400)

Abbildung 8.2:
Nullstellen fiir Re(s) = 0,5 und Re(s) =1
Vergleich des Verlaufes von C,i4(S) , Ceven(S) s Codd(s) und Csum (s) bei Nullstellen
fiir Re(s) = 0,5 (links) und Re(s) =1 (rechts)

und damit auch der Funktionswert der Riemannschen Zetafunktion fallen dann
ebenfalls auf den Nullpunkt.

Fiir diese beiden Werte von Re(s) gibt es offenbar einen Mechanismus der ermog-
licht, dass die Teilfunktionen (y44(s) und Cepen(s) am selben Punkt der Zahlene-
bene konvergieren kénnen. (Wire dies auch fiir andere Werte von Re(s) moglich,
so hétten wir ein Beispiel, welches die Riemannsche Vermutung widerlegt).

Worin konnte diese Besonderheit der Werte Re(s) = 1 und Re(s) = 0,5 beste-
hen? Betrachten wir die Relationen zwischen den Winkelzuwéchsen d,,, fiir zwei
Vektoren v, und vg,_1) , sowie die entsprechenden Proportionen ihrer Langen
I, und l¢, 1y bzw. fiir Re(s) = 0,5 der Léangen [,, und [(,,_5) (die Griinde hier-
fiir werden wir rasch verstehen, wenn wir die Werte in der Tabelle betrachten)
und die Entsprechungen zu weiter vorhergehenden und nachfolgenden Vektoren.
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Dabei bestimmen wir im Fall Re(s) = 1 die Differenzwinkel (fiir n > 1)

dp,, = Im(s)in(n) — Im(s)ln(n —1)

n

naherungsweise zu

Im Falle Re(s) = 0,5 hingegen mit der Naherung:

1

V(n+1)vn

]

Pn+1 ~ Im(s)

Wir kénnen dann folgende Tabellen erstellen:

Re(s) =1
" I Opm Psp = 5@217?)1) b= l(lv(rzii)l)
2o ImGla th 23
n+1 %ﬂ Im(s)n%rl P 2
n L Im(s)d n=1 n-1
n—1 - Im(s)-2 n=2 n=3
n—2 - Im(s)-15 n—3 n=3

Fiir Re(s) = 0,5 erhalten wir folgende Tabelle, wobei jetzt in der letzten Spalte
nicht das Verhéltnis der Léngen eines Vektors v,, zum vorangehenden Vektor
Um—1 betrachtet wird, sondern zu seinem Vorvorgénger v,,_s :
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Re(s) =0,5
m lm, 0P (m) Psp = 6%?1) pr= l<l£i)z>
N2 s e Ji
ntl i Im(s) ks = e
n ﬁ Im(s)ﬁ :}%2 3%2
nel e Im(s) s =
n—-2 s Im(s)ﬁ = =

In beiden Féllen sehen wir in den beiden letzten Spalten dieselben Proportionen
Dse zwischen den Winkelzuwéachsen zwischen aufeinanderfolgenden Vektoren auf
der einen und mit p; zwischen den Vektorlangen auf der anderen Seite. Dies gilt
im Falle von Re(s) = 1 fiir die Langen direkt aufeinanderfolgender Vektoren,
fiir Re(s) = 0,5 jeweils fiir die Proportion zwischen der Lénge des betrachteten
Vektors und seinem Vorvorgénger. Jede Anderung in der Proportion des Win-
kelzuwachses zwischen zwei Vektoren spiegelt sich jeweils in der Proportion der
Léngen zweier benachbarter Vektoren wieder und vice versa. So dndern sich in
gewissem Sinne Winkel und Léngen und damit die Kriimmung der jeweiligen re-
sultierenden Kurven fiir diese beiden Werte von Re(s) im Gleichtakt. Und auch
die Teilfunktionen (oqq(s) und Cepen(s) konnen dann in entsprechender Weise im
Gleichschritt durch die Zahlenebene méandrieren und den Verlauf der jeweils
anderen sozusagen nachbilden(Abbildungen 8.2, Seite 72 und 8.1, Seite 71).



Kapitel 9

Nullstellen und
Differenzvektoren

9.1 Inkommensurable Differenzvektoren

Nach dem Riemannschen Umordnungssatz ist es moglich mit einer bedingt kon-
vergenten unendlichen alternierenden Reihe von Vektoren jeden Punkt der Zah-
lenebene zum Konvergenzpunkt zu machen, wenn es erlaubt ist, die Reihenfolge
der Vektoren nach Belieben zu #ndern. Ahnlich kénnten wir jeden Punkt der
Zahlenebene erreichen, wire es erlaubt, die Proportion der Vektoren zueinan-
der, d.h. ihre Moduli nach Belieben und Erfordernis zu dndern. Dies sagt aber
kaum mehr aus, als dass wir im Prinzip fiir jeden Punkt der Zahlenebene ver-
schiedene Reihen aufstellen kénnen, welche an diesem Punkt konvergieren. Beide
Sachverhalte treffen aber bei den Betrachtungen der Konvergenz der Reihen der
eben betrachteten Differenzvektoren oder auch der zwei Funktionen F,;;_4 und
F.ait—(1—a) in keiner Weise zu: Weder wollen wir die Reihenfolge der Vektoren
andern, noch deren Moduli. Wiirden die zwei zur kritischen Gerade symmetri-
schen Werte von Re(s) tatséchlich jeweils fiir beide zugeordneten alternierenden
Zetafunktionen Nullstellen ermoglichen, so miisste dies ganz natiirlich, ohne spe-
zielle ,, Tricks moglich sein. Beide Funktionen miissten wie selbstverstiandlich am
Nullpunkt konvergieren. Winkel, Gréfle und Reihenfolge der Vektoren sind klar
vorgegeben.

7
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Betrachten wir die 4 Figuren der alternierenden Zetafunktion fiir die Werte
Re(s) =1, Re(s) =1—d, Re(s) =d und Re(s) =0 (mit 0 < d < 0,5).

Wir erhalten Ketten von Vektoren unterschiedlicher Lange fiir diese Funktionen,
sie gehen alle vom Punkt 1 auf der x—Achse aus, da der erste Vektor fiir alle
Re(s) die Lange 1 hat (Abbildung 6.1, Seite 59).

Wir kénnen uns die Vektoren der Funktion fiir den Wert Re(s) = 0 (alle mit Mo-
dulus 1) als aus den Vektoren fiir den Wert Re(s) = 1 und den Differenzvektoren
zu und zwischen den iibrigen Funktionen zusammen gesetzt vorstellen, so dass
sie sich aus 4 Abschnitten zusammensetzen:

1
Ap mit der Lénge [4 = —
nh )
B, mit der Lénge lp = —— — —
nl— 'iz
Cp, mit der Lange: I¢c = - F
Dy, mit der Lange: [p = — — —
nd n

mit (1 < n < m und beliebig wihlbarer natiirlicher Zahl m). Wir beginnen mit
dem Index 1 fiir die Vektoren, die Teil des zweiten Vektors der alternierenden
Zetafunktion mit dem Wert von Re(s) = 0 sind. Wir kénnen nun auf unter-
schiedliche Weise vom Ausgangspunkt 1 + 0 - ¢ zur Spitze K,, des Vektors mit
beliebig hohem m der alternierenden Zetafunktion fiir den Wert Re(s) = 0 gelan-
gen: Einmal indem wir die Kette der Vektoren dieser alternierenden Zetafunktion
entlangfahren, sie summieren. Wir kénnen, dieser Vorgehensweise vollkommen
dquivalent, auch die entsprechenden Teilabschnitte summieren:

Ky, =(A1+B14+C1+D1)+(A24+ B2+ Co+Ds)+...+ (A, + B, +Cr + Dy,)
(1 <n <m) Wir diirfen die Teilstrecken aber auch in folgender Weise addieren:

K, = (A1+As+. . +A,)+(B1+Bo+. . . 4+B,)+(C1+Co+. . +Cy)+(D1+Do+.. .+Dy,)

(Iustriert wird dies in Abbildung 9.1, Seite 77 - in dieser wurde allerdings aus
Griinden der Darstellbarkeit der Konvergenz als minimaler Wert Re(s) = 0,1
und nicht Re(s) = 0 gew&hlt.)

Dies ist trivial; es ergibt sich aber ein Problem, wenn wir annehmen, die alternie-
rende Zetafunktion wiirde zwei symmetrische Nullstellen fiir den Wert Re(s) = d
und Re(s) =1 — d aufweisen:
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Re(s4) = 0,1

Re(s3) = 0,3

Re(s2) = 0,7

- Re(s1)=1

Differenzvektoren C

Im(s) = 14,512
Re(s)=1 Re(s2)=0,7
Re(s3)= 0,3 Re(s4) = 0,1

nmax = 60

Abbildung 9.1:

Darstellung der unterschiedlichen Addition der Differenzvektoren der Funktio-
nen mit verschiedenen Werten von Re(s): (Re(sl) — Re(s4)), welche jeweils
als Teilvektoren der alternierenden Zetafunktion mit dem niedrigsten Wert von
Re(s) (Re(s4) = 0,1) aufgefasst werden konnen, die Unter-, bzw. Differenz-
vektoren Ay, By, Cy und D; sind farbig markiert. So fiihrt z.B. die Addition
aller Vektoren B, , beginnend am Konvergenzpunkt der Vektoren A, zum
Konvergenzpunkt der alternierenden Zetafunktion mit Re(s2) =0, 7.

Wir wiirden dann beliebig nahe zum Punkt K,, gelangen, wenn wir nur die
Teilstrecken

Kn=(A1+A+...+A4,)+(Bi+By+...+By)+...+(D1+ Dy + ...+ Dy,)

addieren wiirden. Wir gelangten dann ja schon mit den Summen der Abschnitte
A, und B, (mit 1 < n < m) fiir beliebig hohe k beliebig nahe an den Nullpunkt
und damit auch beliebig nahe zum Konvergenzpunkt der alternierenden Zeta-
funktion fiir den Wert Re(s) = d, von diesem aber mit den Differenzvektoren der
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zwel alternierenden Zetafunktionen fiir die Werte Re(s) = d und Re(s) = 0, wel-
che den Abschnitten D entsprechen, zur Spitze des Vektors v,,, der alternierenden
Zetafunktion mit dem Wert von Re(s) = 0.

Da wir von den anderen Abschnitten aber alle Vektoren summieren, die Winkel
sich nicht &ndern im Vergleich zur Abbildung, die wir durch die Bildung der
Summe

K,=(A1+B1+Ci+D1)+(A3+By+Co+Ds)+ ...+ (A, + B, +C, + D,)

erhalten, so miissten wir die Vektoren aller Abschnitte A,,, B, und D,,, durch
Parallelverschiebung wieder auf ihre urspriinglichen Plidtze auf den Vektoren der
alternierenden Zetafunktion fiir den Wert Re(s) = 0 zuriick verschieben kénnen.
Ihre Summe miisste dann wieder zur Spitze des Vektors v, fithren (bis auf eine,
fiir beliebig wahlbares m mit 1 < n < m beliebig kleine Distanz, welche der Dif-
ferenz der Spitzen der Vektoren v, der beiden alternierenden Zetafunktionen fiir
die Werte Re(s) = 1 —d und Re(s) = d, welche beide am Nullpunkt konvergieren
miissten, entspricht). Nachdem die Vektoren der Léange I = 1, welche sich aus
den Abschnitten A,,, B,,C, und D,, zusammensetzen, zu diesem Punkt fiihren,
ist es sehr schwer vorstellbar, dass auch die Summe der Abschnitte A,,, B,, und
D,, allein ebenfalls zu demselben Punkt fiihren sollte. Wir wiirden alle Vektoren
vy, der Lange 1 um den Betrag der jeweiligen Abschnitte C), kiirzen und dennoch
sollte sich der erreichte Punkt durch diese Verkleinerung aller zu ihm fithrenden
Vektoren allenfalls unwesentlich verschieben?

Fiir den Fall, dass Re(s) = 0,5 zu einer Nullstelle fithrt, erhalten wir den in-
teressanten Fall, dass die Summe der Abschnitte C,, tatsdchlich vernachléssigt
werden kann, nun aber, weil letztere alle definitionsgeméfs die Linge 0 aufwei-
sen(Abbildung 9.2, Seite 79).

9.2 Ahnlichkeit bestimmter Differenzabschnitte und
der Etafunktion mit Re(s) =d

Um zu priifen, ob die Summe der Teilabschnitte C,, am Nullpunkt konvergieren
kann, wenn die alternierende Zetafunktion fiir Re(s) = 1 — d und Re(s) = d
Nullstellen hat, kénnen wir die Ahnlichkeit dieser Summe mit der alternieren-
den Zetafunktion fiir Re(s) = d (mit 0 < d < 0,5) untersuchen: Die Kette der
Vektoren der Teilabschnitte C;, miisste dann(beginnend mit dem Abschnitt C1,
welcher auf dem zweiten, vom Punkt 1 auf der x-Achse ausgehenden Vektor der
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Verlauf der alternierenden Zetafunktionen mit
Im(s) = 30,4248; Re(s) =0; Re(s)=10,5; Re(s)=1

Abgebildet ist auch die Addition entsprechender
Differenzvektoren

Abbildung 9.2:
Addition allein der Abschnitte A,,, B,, und D,, fithrt im Falle einer Nullstelle
(fiir Re(s) = 0,5) vom Nullpunkt zum Konvergenzpunkt der alternierenden
Zetafunktion mit Re(s) = 0 (Abschnitte: griin-A, tiirkis-B, rot-D)

alternierenden Zetafunktion fiir Re(s) = 0 liegt), wenn wir sie am Nullpunkt
beginnen lassen, an diesem konvergieren, da ja ihre Summe Null ergeben miiss-
te. Wir betrachten nun die alternierende Zetafunktion mit Re(s) = d, ebenfalls
beginnend mit dem Vektor fiir n = 2: Wir gelangen mit dieser Kette von Vek-
toren vom Punkt 1 auf der x—Achse nach spezifisch schleifenférmigem Verlauf
zum Nullpunkt. Die Kette der Vektoren entspricht damit letztlich einem Bogen,
welcher den Abstand 1 zwischen Ursprung und Konvergenzpunkt zuriicklegt. Wir
kénnen diese Kette also auch am Nullpunkt beginnen lassen, sie endet dann am
Punkt —1 auf der x—Achse.
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Die Differenzvektoren der Gruppe C), haben die Lénge:

Wir kénnen umformen zu:

n—n

Der Term p,, = liegt fiir alle Werte 0 < d < 0,5 und alle n > 1 im

Bereich 0 < p,, < 1. Mit zunehmendem n néhert er sich dem Wert 1 an, so dass die
Differenzvektoren der Abschnitte C mit hoherem n den entsprechenden Vektoren
der alternierenden Zetafunktion fiir den Wert Re(s) = d mit den Vektorenlédngen

1, -
l, = — immer dhnlicher werden.
n

Wir kénnen uns die Abschnitte C), vorstellen hervorgehend aus den Vektoren der
1
alternierenden Zetafunktion fiir Re(s) = d mit der Lénge I, = —; fir n > 1,

welche wir am Nullpunkt beginnen lassen und die dann am Punkt —1 auf der x—

2d
n—n
Achse konvergiert: Wir bestimmen hierzu die Grofe des Terms p,, = ( )
n

fiir alle n > 1, zeichnen die Kette der Vektoren [,, = — jeweils verkleinert mit
n

n_nQd

eben diesen Faktoren p, = ( ) Als Ergebnis erhalten wir n — 1 Abbil-

dungen der Kette der Vektoren der alternierenden Zetafunktion mit Re(s) = d
(mit n > 1) ausgehend vom Nullpunkt, welche alle ineinandergeschachtelt sind
im Sinne einer Zentralprojektion mit Zentrum im Nullpunkt(illustriert in Abbil-
dung 9.3), wobei zu beriicksichtigen ist, dass die dargestellte Zetafunktion (fiir
n > 1) nicht am Punkt -1 auf der x—Achse konvergieren kann, da wir kein Beispiel
einer Zetafunktion kennen, welche fiir einen anderen Wert als Re(s) = 0,5 am
Nullpunkt konvergiert. Wiirde hingegen Re(s) = 0,5 gewéhlt, so wiirde die Kette
der Vektoren der alternierenden Zetafunktion(mit n > 2) zwar am Punkt -1 auf
der x—Achse konvergieren, die Abschnitte C wiesen dann aber alle die Lénge 0
auf, wiren nicht darstellbar. Fiir Abbildung 9.3 wurde deshalb ein geeigneterer
Wert von Re(s) = 0,35 gewéhlt.

Die kleinste dieser Abbildungen ist z.B. verkleinert mit dem Faktor(fiir n=2 und

2 — 2% 1
d=0,35): ps = < 2 ) =1- (203> Wir erhalten dann die gesuchte Kette
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Im(s) = 30,42
Re(s) = 0,35

Abschnitte C: dunkelblau

Abbildung 9.3:
Etafunktion(mehrfarbig) fiir Re(s)=d=0,35, Im(s)=30,42, (n > 2) , beginnend

2d

am Nullpunkt und ineinandergeschachtelte, mit den Faktoren p, = (*=*—

verkleinerte Abbilder(tiirkis) sowie die resultierende Kette der Abschnitte C,,
(dunkelblau)

der Abschnitte C},, wenn wir flir n=2 den ersten Vektor der kleinsten Abbildung
iibernehmen, dann den zweiten(fiir n=3) Vektor der zweitkleinsten Abbildung,
diesen so parallel verschieben, dass seine Basis an der Spitze des ersten Vektors zu
liegen kommt. Entsprechend verfahren wir mit den weiteren Vektoren. Fiir grofe
Werte von n werden die Vektoren den Vektoren der alternierenden Zetafunktion
fiir den Wert Re(s) = d immer &hnlicher. Wir bilden also eine Kette von Vek-
toren, die aus jeder der (n — 1) — verkleinerten Abbildungen der alternierenden
Zetafunktion fiir den Wert Re(s) = d jeweils einen einzigen Vektor entlehnt. Die
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Konvergenzpunkte der ineinandergeschachtelten verkleinerten Abbilder liegen al-
le auf der x-Achse im Abschnitt —1 < z < 0, da sie durch Zentralprojektion der
am Punkt —1+ 04 konvergierenden Vektorenkette der alternierenden Zetafunk-
tion mit Re(s) = d und n>1 auf den Nullpunkt durch Multiplikation der Moduli

_2d

dieser Vektoren mit den Faktoren p, = (n " ) (fiir n>1), fiir welche gilt:
n

0 < pn < 1, entstehen.

Wir kénnen dann mit gutem Recht erwarten, dass der Konvergenzpunkt der Ab-
schnitte C), im wesentlichen im Bereich zwischen der Position des Konvergenz-
punktes des kleinsten Abbildes und dem Punkt -1 auf der x—Achse zu finden sein
wird. Ist die Summe der Abschnitte C,, vernachldssigbhar, wie gefordert, sollte es
fiir zwei zur kritischen Gerade symmetrische Werte von s Nullstellen der alternie-
renden Zetafunktion geben, so muss sie jedoch am Nullpunkt konvergieren (Diese
Zusammenhénge sind illustriert in Abbildung 9.3 und 9.4).

alternierende Zetafunktion
Im(s) = 33,09

Re(s)=0

Re(s) =03

Re(s) =0,7 _
Re(s) =1 ye-

Differenzvektoren

y=-2

Abbildung 9.4:

Ahnlichkeit der Differenzvektoren und der Zetafunktionen fiir unterschiedliche
Werte von Re(s)



Kapitel 10

Produktfunktionen _75(,(s)
und m°Cype(s)

10.1 Verlauf der Produktfunktionen

Wie aus Abbildung 2.1, Seite 14 ersichtlich ist, entsprechen die Produktfunktio-
nen

(m/(m*))Cait(s) und m3Cuie(s) mit m € N vergroferten oder verkleinerten Ab-
bildungen der alternierenden Zetafunktion, welche gegeniiber dieser um das fiir

m _
beide Faktoren — und m® identische Argument rotiert sind. Da fiir die nachfol-
m

genden Uberlegungen zum Konvergenzverhalten diese Rotation unerheblich ist,
sind in den Abbildungen entweder die Produktfunktionen oder die alternierende

m _
Zetafunktion jeweils so um das identische Argument der Faktoren — und m®
m

rotiert, dass die Argumente der Vektoren v, aller Funktionen gleich sind und
die Verldufe besser verglichen werden kénnen. Auch im Text wird immer davon
ausgegangen, dass die Argumente der Vektoren der alternierenden Zetafunktion
und der Produktfunktionen durch entsprechende Rotation zur Ubereinstimmung
gebracht wurden.

Beide Produktfunktionen miissen im Falle einer Nullstelle der alternierenden Ze-
tafunktion am Nullpunkt konvergieren, nehmen aber fiir (fast) alle Werte von
Re(s) ganz unterschiedliche Verldufe. Nur fiir einen einzigen Wert von Re(s)
werden sie identisch. Fiir diesen gilt:

83
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W@@:%w@

m®*m® =m

Die Multiplikation einer komplexen Zahl mit ihrem konjugierten Wert ergibt eine
auf der x- Achse liegende reelle Zahl, deren Betrag dem Produkt(Quadrat) des
Betrages der zwei zueinander konjugierten komplexen Zahlen entspricht. Dann
gilt:

Re(§)mRe(s)

m =m

m2Re(s) —m

Re(s) =0,5

Dies folgt aus der Beziehung v/2 =

2
\/57
Form /2 = \(}2[ Schreiben wir aber

welche wenig iiberraschend wirkt in der

+—==V2

Sl
Sl

oder entsprechend z.B.
1

AT

so erscheint diese Beziehung erstaunlich, ja wunderbar.

=3

Fiir den Wert Re(s) = 0, 5 werden die beiden Funktionen %(:alt(s) und m® (. (s)
also identisch. Illustriert ist dies in Abbildung 10.1, Seite 85 und 10.2, Seite 86.

10.2 Inkommensurabilitat der Differenzvektoren
der Produktfunktionen

Auch hier erhalten wir Formeln fiir die Berechnung von Differenzvektoren, nun fiir
den hypothetischen Fall von Nullstellen fiir Werte von Re(s) # 0,5 zwischen den
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_y=2

Ca-lt— rotiert ( 5)

Re(s)=0,01

2
ECalt(S)

Re(s)=1
r ,I)] T 1 r T 1
x=2 x=2
Im(s) = 14,62 L
Re(s)=0,01 Iz 2551

Abbildung 10.1:

2
Kreuzungsfigur der Lage der Konvergenzpunkte der Funktionen Z—SCalt(s) und

25Cq1(s) fiir unterschiedliche Werte von Re(s). Die alternierende Zetafunktion
ist zur besseren Vergleichbarkeit wie im Text angegeben um das Argument der

m —
Faktoren — und m?® rotiert.
mS

vier am Nullpunkt konvergierenden Produkten der alternierenden Zetafunktion
und der fiir beide Produkte identischen Funktion fiir Re(s) = 0, 5.

Nehmen wir an, es gebe zwei Werte Re(s) = 0,5 + d (die Grofe d bezieht sich
in den nachfolgenden Betrachtungen auf den Wert Re(s) = 0,5 nicht wie bisher
auf Re(s) = 0) innerhalb des kritischen Streifens, welche zu einer Nullstelle der
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Im(s) = 14,8
0,1 <Re(s) <1
nmax =29

R =01~ o,

Cait(8) 25Can (8)

Abbildung 10.2:

2
Vergleich des Konvergenzverhaltens der (rotierten)Funktionen 2—5Calt(s) und
25Cat(s) fir unterschiedliche Re(s)

alternierenden Zetafunktion (bei geeignetem Wert von I'm(s)) fithren kénnten.
Betrachten wir unter dieser Annahme das Schicksal unserer zwei Funktionen

F1 =m*Ca(s)

und m
F2 = igalt(s)
m

Wir wissen, F1 und F2 konvergieren fiir den Wert Re(s) = 0,5 (da identisch)
an einem vom Nullpunkt verschiedenen Punkt Py 5 der Zahlenebene. Wir wissen
auch, im angenommenen Fall miissen fiir einen bestimmten Wert Re(s) = 0,5+d
beide Funktionen am Nullpunkt konvergieren. Damit konnen wir die Differenz-
vektoren ng der jeweiligen Funktionen fiir die Werte Re(s) = 0,5 4+ d und
Re(s) = 0,5 bestimmen. Addieren wir die einzelnen Vektoren n der Funktion
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F1 fiir Re(s) = 0,5 und die entsprechenden Differenzvektoren ng zur Funkti-
on F1 fiir den Wert Re(s) = 0,5 + d, so muss die Summe dieser Vektoren am
Nullpunkt konvergieren. Entsprechendes gilt fiir die Funktion F2 sowie fiir beide
Funktionen fiir den Wert Re(s) = 0,5 —d.

Hierdurch wissen wir, dass beide Summen der Differenzvektoren der Funktion
F1 ebenso wie auch die zwei Summen der Differenzvektoren der Funktion F2 an
dem Punkt —Fp 5 der Zahlenebene konvergieren miissen, der der Negation des
Punktes Py 5 entspricht, an welchem F1 und F2 fiir Re(s) = 0, 5 konvergieren.

Dabei entsprechen die Argumente der Vektoren jeweils den Argumenten der Vek-
toren der, entsprechend der Anmerkung auf Seite 83 rotierten, alternierenden
Zetafunktion, fiir die Langen aber gilt:

0,5

Vektor n der Funktion F1 fiir Re(s) =0,5: np; = mo =
n>
m m0:5

Vektor n der Funktion F2 fiir Re(s) =0,5: npa = T 0B0E — 05

m05+d  0.5,,d

Vektor p der Funktion F1 fiir Re(s) =0,5+ d: pp1 = 05Td — 05,4

m m

Vektor p der Funktion F2 fiir Re(s) = 0, 5+d: ppa = BT 05Td — 705 mdy055d

Die Differenzvektoren erhalten wir durch Subtraktion der jeweiligen Vektoren:

Differenzvektor ngyr1 der Funktion F1:

m05+d 05 05,.d 0,5
Ndgr1 = Pr1 — N1 = - = -
n0.5+d n0.5 n0.57,d n0.5
hieraus ergibt sich:
0,5 d
m>° (m
Nap1 = —— [ — — 1 10.1
o (o (10.1)
Differenzvektor ngyro der Funktion F2:
m m

Ngr2 = Pr2 — N2 = -
m0,5+dpn0,5+d  1,0,5,,0,5

es folgt:
m m

ngF2 = -
mO5mdn05nd — 770.55,0.5
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durch weitere Umformung erhalten wir:

m9° 1

Um die Moduli der Differenzvektoren zu erhalten (zwischen Funktion F1 fiir
Re(s) = 0,5 und Re(s) = 0,5 + d, entsprechend fiir F2), multiplizieren wir nach
Gleichung 10.1 und 10.2 den fiir den Wert Re(s) = 0,5 fiir beide Funktionen F1
und F2 identischen Modulus des Vektors

05
Unos = | 05

mit fiir jeden Vektor v, und fiir F1 und F2 jeweils unterschiedlichen Faktoren
PFa,..- Diese haben folgende Werte (aufgefiihrt sind auch die mit pp,,,,,. be-
nannten Faktoren, mit welchen wir die Vektoren multiplizieren miissen, wenn wir
die Nullstelle fiir Re(s) = 0,5 — d betrachten):

md
PPl = Py 1
d
n
PFlyinus = <md - 1)
1
pF2plus = W - ]‘

mdnd
PF2pinus = T 1

Wir erhalten die Reihen der vier Differenzvektoren ngripius, Ndriminus SOwie
NdF2plus WA Ngraminus, deren Summen jeweils am Punkt —F s konvergieren
miissen, indem wir die identischen Vektoren v,, von F1 und F2 jeweils mit vier
fiir jedes n ganz unterschiedlichen Faktoren multiplizieren. Da die Vektoren ur-
spriinglich identisch waren, scheint es schwerlich moglich, dass die Summen der
hierdurch entstehenden Vektoren ngripius; MdFiminus SOWi€ Ngrapius UNd Ngrominus
an dem einen gemeinsamen Punkt —F 5 konvergieren.

Sollte ,zuféllig* dies doch einmal der Fall sein(wobei es schon fast unschicklich
ist, dariiber iiberhaupt nachzudenken), dann muss derselbe Vorgang auch mit
anderen Werten von m moglich sein. Verdndern wir m so verdndern wir wie wir
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aus den entsprechenden Gleichungen (10.1, Seite 87 ) und (10.2, Seite 88) ersehen
koénnen auch die Proportionalitédt der Differenzvektoren ngpy bzw. ngpo fiir jeden
Wert von m. Wir wissen, F1 und F2 konvergieren im angenommenen Beispiel fiir
Re(s) = 0,5 und m + 1 und m an Punkten, deren Distanz zum Nullpunkt dem

Verhiiltnis Y/~ 1 entspricht.
vm

Es miisste also zunéichst gelingen, wie im letzten Abschnitt angefiihrt, durch je-
weils ganz unterschiedliche Streckung der fiir Re(s) = 0,5 identischen in der
Summe am Punkt Py 5 konvergierenden Vektoren von F1 und F2 fiir jeden Wert
von m zu erreichen, dass die Summen der hierdurch erhaltenen Differenzvekto-
ren Nqripluss NdFlminus, NdF2plus UNd Ngraminus a0 dem zugeordneten Punkt
— Py 5 konvergieren. Dieses Mirakulum miisste sich fiir alle anderen Werte von m
wiederum jeweils fiir 4 unterschiedliche Streckungen der einzelnen Vektorenlan-
gen in neuartiger Weise wiederholen. Im néchsten Abschnitt soll dies detaillierter
betrachtet werden.

10.3 Differenzvektoren der Produktfunktionen fiir
unterschiedliche Werte von m

Die Moduli der Konvergenzpunkte der Summen dieser Differenzvektoren fiir F1
1
und F2 fiir m + 1 und m miissten der einfachen Proportion ymt2 geniigen,
m

da ja die Konvergenzpunkte der Summen der jeweiligen Differenzvektoren spie-
gelbildlich zum Nullpunkt zu den zwei Konvergenzpunkten von F1 und F2 (mit
Re(s) = 0,5) fiir m 4+ 1 und m zu liegen kommen miissten.

Und dies miisste fiir alle Werte von m erfiillt sein:

Die Proportion der Distanzen der Konvergenzpunkte der Funktionen F1(resp.
F2) fiir verschiedene Werte von m (fiir Re(s) = 0,5) entspricht dem Verhéltnis
der Quadratwurzeln der jeweiligen Werte von m: Dies ergibt sich aus der Multi-

m
05 resp. —45» aber

natiirlich auch dem entsprechenden Verhiltnis der Vektorenldngen: So ergibt sich
die Proportion p der Léngen der Vektoren der Funktion F1 fiir (m + 1) und m
(und Re(s) =0,5) zu:

plikation der alternierenden Zetafunktion mit den Faktoren m

~ (m+1)%° m® (m+1)%n% (m4+1)%°  m+1 10.3
P=""05 05 n05m05 05 vm (10.3)
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Wir erkennen selbstverstindlich diese einfache Proportion in den Langen der
Vektoren wie auch in der Proportion der Distanzen der Konvergenzpunkte der
Summen der Vektoren. Sollen sich Nullstellen fiir Werte Re(s) = 0,5+d ergeben,
so konvergieren F1 und F2 fiir Re(s) = 0,5 nicht am Nullpunkt. Damit misste
sich aber diese einfache Proportion aus Gleichung 10.3 auch im Verhéltnis der
Distanzen der Konvergenzpunkte der Summen der Differenzvektoren ngp; und
ngpe der jeweiligen Funktionen F1(und F2) (fiir Re(s) = 0,5+d und Re(s) = 0,5)
fiir die unterschiedlichen Werte von (m+1) und m wiederspiegeln. Aus Gleichung
10.1, Seite 87 ergibt sich zum Beispiel der Modulus des Differenzvektors fiir die
Funktion F1 fiir Re(s) =0,5+d zu:

mo5 [/ md
Ndgr1 = 7710*5 (nd - 1)

Berechnen wir nun die Proportion p der Differenzvektoren fiir m + 1 und m:

(m+1)%° ((m+1)d 1)

s\ e

p= 4
o (1)

hieraus ergibt sich durch Umformung:

b= ((m+1)075> ((m+1)d —nd) (10.4)

m0.5 md _ nd

Wir sehen die einfache Proportion der Langen der Vektoren, und damit auch
der Moduli der Konvergenzpunkte der Summen, der Funktion F1 fiir m + 1 und
(m+1)%5
mo-5
m + 1 und m in Gleichung 10.4 zwar enthalten, aber fiir jeden Wert von m +
1 bzw. m und auch fiir jeden Vektor n veréndert. Entsprechendes gilt fiir die
Funktion F2 (berechnet fiir Re(s) = 0,5+ d): Aus der Gleichung fiir die Moduli
der Differenzvektoren fiir m:

m0»® 1 1
Ngr2 = —+ | —7—7 —
n05 \ mdnd

folgt fiir die Proportion der Differenzvektoren fiir (m -+ 1) und m:

5 ()
n0:° (m+1)dnd

p = m0,5 ( 1 _ 1)

1705 \mdnd

m als Term pgs = in der Proportion der Differenzvektoren fiir
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wir konnen schreiben:

(m+1)%3(1 — (m + 1)4nd)n0Smdnd
 (m 4+ 1)4n05ndm05(1 — mdnd)

weitere Umformung ergibt:

~ (m+41)°° m? — (m + 1)%mdn?
N ((m +1)4— (m+ 1)dmdnd)

m0.5

Daraus folgt:
005 md  (1— Dydpd
o mE % mt (1= (mt 1)) 103
m%5  (m+1)¢ (1 —mdind)

Sollte die Summe der Differenzvektoren der Funktion F1(mit Re(s) = 0,5) fiir
einen bestimmten Wert von m und Re(s) = 0,54 d am zum Nullpunkt gespiegel-
ten Konvergenzpunkt der Funktion F1 konvergieren und ebenso die Summe der
Differenzvektoren von F2, so kénnte man sich noch vorstellen, dass sich dieser
Vorgang auch fiir andere Werte von m wiederholen kénnte, wenn die Differenz-
vektoren fiir unterschiedliche Werte von m dasselbe einfache Verhéltnis zueinan-
der aufweisen wiirden wie sie die Vektoren der Funktionen F1 bzw. F2 fiir die
jeweiligen Werte von m aufweisen. Tatséchlich ist ja diese einfache Proportion
(m+1)%5
Pos = 05
héltnis enthalten, wird aber fiir Re(s) = 0,5+ d fiir F1 durch den Faktor f; =

d d d d,d
(W und fiir F2 durch den Faktor fo = (mn}r i 1 1(1”;;2)(1 n
fir jeden Wert von m und n spezifisch verdndert. Entsprechendes gilt auch fiir
das Verhéltnis der Moduli der Summen der entsprechenden Differenzvektoren
fiir Re(s) = 0,5 — d. Die Proportion der Distanzen der Konvergenzpunkte der
Differenzvektoren sowohl fiir F1 wie auch F2 zum Nullpunkt miisste aber in der
Proportion der jeweiligen Quadratwurzeln der Werte von m + 1 und m fiir un-
endlich viele Werte von m gewahrleistet sein.

als erster Term der Gleichungen 10.4 und 10.5 in diesem Ver-

Dies ist aber, wie aus den Gleichungen 10.4 und 10.5 ersichtlich, nicht mdglich
und konnte so ja auch noch fiir keinen Wert von I'm(s) beobachtet werden. Zudem
miissen wir bedenken, dass bei den extrem hohen Werten von Im(s) > 1012, wel-
che inzwischen ja untersucht sind, die Schleife der Vektoren vor der endgiiltigen
sternférmigen Konvergenzbewegung auferordentlich lang ist. Umso schwieriger
wird es, den geschilderten Erfordernissen gerecht werden, nehmen wir Nullstellen
auch fiir Werte Re(s) # 0,5 an.
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10.3.1 Unbestimmtheit der Proportion der Produktfunk-
tionen fiir einzelne Differenzvektoren

Wie oben dargelegt konnte man sich vorstellen, dass die Summe der Differenzvek-
toren fiir unterschiedliche Werte von m 41 und m an Punkten konvergiert, deren
(m + 1)0,5
—
ebenfalls diese Proportion aufwiesen. Tatsdchlich ladsst sich aber diese Proporti-

on der Differenzvektoren nicht durchgehend bestimmen: Die Lange des Vektors
0,5
mo

nFL= o mit n = m ist bei der Funktion F1 fiir alle Werte von Re(s) gleich

Moduli das geforderte Verhéltnis p = aufweisen, wenn ihre Vektoren

1. Damit ist die Linge des Differenzvektors der Funktion F1 mit n = m gleich 0.
Die entsprechenden Proportionalitétsfaktoren

md Tld
pFlplus = W - 1 und pFlwlinus = W - 1

werden (fiir n = m) jeweils Null, so dass der Modulus des resultierenden Diffe-
renzvektors nach der Multiplikation des fiir Re(s) = 0,5 identischen Vektors der
Funktionen F1 und F2 mit diesem Faktor ebenfalls gleich Null wird.

Damit kann die Proportion dieses Differenzvektors zum entsprechenden Differenz-
vektor von F1 fiir einen anderen Wert von m nicht bestimmt werden. Wollten wir
also die Proportion der Differenzvektoren der Funktion F1 fiir unterschiedliche
Werte von m durch Bestimmung der Proportion der einzelnen Vektoren bestim-
men, so ware diese Proportion je nach Betrachtung in einem Fall 0, im anderen
koénnte sie nicht bestimmt werden, da wir sonst durch 0 dividieren miissten. Die-
ses Verhéltnis der Differenzvektoren der Funktion F1 fiir verschiedene Werte von
m oder auch im Vergleich mit den Summen der Differenzvektoren der Funktion
F2 ist also nicht in jedem Fall bestimmbar, miisste gleichwohl im Verhaltnis der
Moduli der Summen dem oben dargestellten wohldefinierten Verhéltnis fiir m+1

vm+1
vm

und m: pos = entsprechen.

10.4 Gegensinnige Argumente der Differenzvek-
toren

Fiir Vektoren v,, mit n < m erhalten wir fiir die Differenzvektoren der Funktionen
F1 und F2 mit Re(s) = 0,5 + d (mit d # 0) gegensinnige Argumente, da die
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Vektoren der einen Funktion grofer, der anderen kleiner werden verglichen mit
den identischen Vektoren beider Funktionen fiir den Wert Re(s) = 0,5. Dies
ist z.B. in Abbildung 6.1, Seite 59 Mitte und rechts fiir m=2 dargestellt. Auch
dieser Effekt wirkt einem Konvergieren der Summen der Differenzvektoren an
einem Punkt entgegen.

m(s) und Re(s) = 0,5+ d (mit d # 0), so werden al-
le in der Schleife vor Beginn der endgiiltigen Konvergenzbewegung enthaltenen
Vektoren der einen der beiden Funktionen F1 und F2 fiir diesen Wert von Re(s)
grofer, der anderen kleiner als die fiir Re(s) = 0,5 jeweils identischen. Damit er-
halten alle entsprechenden Differenzvektoren wiederum gegensinnige Argumente,
wodurch sich der Effekt der ,,Abstoffung” der Partialsummen durchgehend ver-
stiarkt. Erst fiir Werte von n > m werden die Argumente gleichsinnig, dann ist
aber bereits die Figur des Konvergenzsternes erreicht, und es kann keine wesent-
liche Verschiebung der Konvergenzpunkte der Kette der Differenzvektoren mehr
erfolgen.

Wihlen wir aber m >

Zudem miissen alle genannten Bedingungen und Proportionen nicht nur fiir einen
Wert Re(s) = 0,5+ d, sondern auch fiir sein Pendant Re(s) = 0,5 — d erfiillt
sein. Interessanterweise sind diese Uberlegungen aber auch schliissig, wenn wir
sie nur fiir einen dieser zwei zur kritischen Gerade symmetrischen Werte von s
betrachten. Sie belegen, dass es auch keine singulére Nullstelle mit nur einem von
Re(s) = 0,5 verschiedenen Realteil von s geben konnte.

10.5 Unterschiedliche Relativgeschwindigkeit der
Konvergenzpunkte der alternierenden Zeta-
funktion und ihrer Produkte

Wir wissen, erinnern wir uns an Abbildung 10.1, Seite 85, beide Funktionen F1
und F2 konvergieren fiir einen Wert von Re(s) = 1 an unterschiedlichen Punkten.
Da Nullstellen fiir Re(s) = 1 und Re(s) = 0 nicht moglich sind(eine entschei-
dende Aussage der Beweise des Primzahltheorems durch J. Hadamard und C.
de la Vallée Poussin|2]), ist sicher, dass fiir den Wert Re(s) = 1 die Funktion
F1 = 25C4;4(s) doppelt so weit vom Nullpunkt entfernt konvergiert als die Funk-
tion F2 = %Calt(s). Der Konvergenzpunkt der letzteren fallt mit dem der (um
das Argument der Faktoren 2 und 2° rotierten) alternierenden Zetafunktion zu-

2
sammen, da der Faktor, mit welchem die Moduli der Vektoren im Falle von F2
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2 _
multipliziert wird (g) den Wert 1 annimmt, der Faktor 2° (fiir F1) dagegen den

Wert 2. Verdndern wir den Wert Re(s) sukzessive in Richtung 0, so erfolgt eine
allméhliche Anndherung der zwei Konvergenzpunkte. Aus Abbildung 6.1, Seite
59, konnen wir erkennen, dass sich die Konvergenzpunkte fiir einen Wert von
Im(s), welcher zu einer Nullstelle der alternierenden Zetafunktion fithrt, dann
immer mehr einander annihern miissen, da die Differenz der zwei Faktoren 2%

2
und o immer geringer wird. Dabei ,holt* der zuerst weiter vom Zentrum des Ko-

ordinatensystems entfernte Konvergenzpunkt allméhlich den Konvergenzpunkt,
der sich zunéchst ndher zum Zentrum des Koordinatensystems befand, ,.ein“. Die
Geschwindigkeiten, mit der sich diese Konvergenzpunkte bei gleicher Anderung
des Wertes Re(s) durch das Koordinatensystem bewegen, unterscheiden sich. Der
zunéchst weiter vom Zentrum entfernte Konvergenzpunktpunkt muss sich schnel-
ler bewegen, nahert sich hierdurch dem zunéchst ,Jangsameren“ Konvergenzpunkt
immer mehr an. Fiir Re(s) = 0,5 konvergieren sie am selben Punkt, da beide
Faktoren identisch sind. Vermindern wir den Wert von Re(s) aber weiter, so er-
kennen wir anhand Abbildung 6.1, Seite 59, dass sich nun die Effekte umkehren
miissen: Der Konvergenzpunkt, welcher zunéchst langsamer war, beschleunigt
nun starker, entfernt sich schneller vom gemeinsamen Konvergenzpunkt als der
andere Konvergenzpunkt, dessen Bewegung durch das Koordinatensystem sich
allméhlich verlangsamt. Dies deshalb, da nun der Faktor, welcher im Bereich

2
0,5 < Re(s) < 1 kleiner war, der Faktor 2 namlich, grofer wird als der Faktor

_ 2
25. Hierdurch werden alle einzelnen Vektoren der Funktion ¥Calt(5) groker als

die entsprechenden Vektoren der Funktion 25¢,;(s). So wird sich nach dem auf
Seite 58 dargestellten Prinzip der ,,Abstofsung der Partialsummen* der Konver-
genzpunkt der ersteren Funktion im Bereich 0 < Re(s) < 0,5 auf den gemein-
samen Konvergenzpunkt fiir Re(s) = 0,5 bezogen, in aller Regel stirker als der
Konvergenzpunkt der Funktion 25(,;;(s) verschieben.

Alle Verdnderungen der Faktoren wie auch der einzelnen Vektoren der Produkt-
funktionen verlaufen dabei absolut stetig. Da die Konvergenzpunkte ihre Rolle als
,Verfolger“ und ,Verfolgter* vertauschen, wenn der Wert von Re(s) von einer Seite
der x—Achse von 0.5 zur anderen wechselt, so ist es schwer mdoglich, dass nach
dem Treffen am gemeinsamen Konvergenzpunkt die dann vorauseilende Funktion
ihren Lauf wieder verlangsamt und so der zuriickbleibenden Gelegenheit gibt, die
schon enteilte wieder ,einzuholen* (und dies noch exakt fiir den zu Re(s = 0,5
symmetrischen Realwert). Dies wére aber notwendig, wenn der Punkt, an wel-
chem beide Funktionen konvergieren(fiir Re(s) = 0.5) nicht der Nullpunkt wére.



Kapitel 11

Zusammenfassung

Wir haben einige Zusammenhénge gesehen, welche uns verstéandlich machen kon-
nen, weshalb wir Nullstellen der Etafunktion und damit auch der Riemannschen
Zetafunktion im Bereich der komplexen Zahlenebene mit 0 < Re(s) < 1 bisher
nur fiir den Wert Re(s) = 0,5 haben finden kénnen.

Es leuchtet unmittelbar ein, dass zwei Vektorenketten, bei welchen jeder einzelne
Vektor bei identischen Argumenten eine ganz einzigartige Proportion (abgesehen
vom ersten Vektor) des Modulus zu seinem Pendant aufweist, eher selten am
selben Punkt der Zahlenebene konvergieren. Wir kennen solche Fille, in diesen
liegen aber beide Werte von Re(s) der an einem Punkt konvergierenden Eta-
funktionen nicht symmetrisch zur kritischen Geraden. Fiir eine Widerlegung der
Riemannschen Hypothese ist aber die sehr explizite Bedingung der Konvergenz
zweier Etafunktionen am Nullpunkt fiir die Realwerte Re(s) = 0,5 & d bei glei-
chem Im(s) zu erfiillen.

So sind alle Vektoren v,, mit n > 1 der Funktion (4 (s) mit Re(s) < 0,5 grofer
als die fiir Re(s) > 0,5 . Die Konvergenzlinie, die die Bewegung des Konvergenz-
punktes fiir die verschiedenen Werte von Re(s) darstellt, muss dann eine Schleife
ausbilden, wenn zwei Etafunktionen fiir unterschiedliche Werte von Re(s) und
gleichem Wert von I'm(s) an einem Punkt der Zahlenebene konvergieren sollen.
Eine solche kann nur entstehen, wenn grofse Abschnitte der Etafunktion entgegen-
gesetzt gerichtet sind. Nach der Symmetrie der Etafunktion muss dies bedeuten,
dass der Abschnitt der Etafunktion mit chaotisch anmutender Verteilung der
Argumente der Einzelvektoren untereinander und der aus den geschwungenen
Segmenten bestehende Abschnitt im wesentlichen entgegengesetzt verlaufen. Die

95
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Konvergenzlinie vollzieht diesen Verlauf in etwa nach, wobei die bei hoheren Wer-
ten von Re(s) dominierende Vergroferung des Anfangsteils der Etafunktion eine
absolut gesehen nur méfhig grofte Verschiebung des Konvergenzpunktes bewirkt.
Diese Bewegung kehrt sich dann durch die zunehmende, auch absolut gesehen
rasch grofe Ausmafie annehmende Vergroferung des aus den geschwungenen Seg-
menten bestehenden Abschnittes schon vor Erreichen des Wertes Re(s) = 0,5 um,
die Geschwindigkeit des Konvergenzpunktes auf seiner Bewegung auf der Konver-
genzlinie nimmt rasch zu. Hierdurch kann der Kreuzungspunkt der Schleife der
Konvergenzlinie nicht fiir zwei zu Re(s) = 0,5 symmetrischen Werte von Re(s)
entstehen.

Sind bei zwei Vektorketten, z.B. der alternierenden Zetafunktion fiir die Werte
Re(s) = d und Re(s) = 1 — d mit Re(s) # 0,5, die Moduli der Vektoren einer
Funktion durchgehend grofer als die der anderen Funktion, so ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass sich die Distanz der Partialsummen mit n Vektoren mit der
Addition weiterer Vektoren v,.1 vergrofert, grofer als die Wahrscheinlichkeit,
dass sich ihre Distanz verringert. Dies gilt fiir die Abschnitte der Eta- und der
Zetafunktion, deren Vektoren zueinander i.w. randomisierte Argumente aufwei-
sen. Es gilt auch fiir den Abschnitt der geschwungenen Segmente, wobei hier jetzt
die Segmente die Rolle der Vektoren iibernehmen.

Die Etafunktion (4:(s) kann mit der mit dem Faktor p = —2° multiplizierten
Funktion (,q4(s) nachgebildet werden. Noch exakter kann sie in reverser Richtung
mit der ebenfalls um den Betrag dieses Faktors gestreckten und geeignet verscho-
benen (konjugierten) Funktion (,q4(1 — s) tiberlagert werden. Somit kénnen wir
die Etafunktion fiir Re(s) = 0,5 zusammensetzen aus zwei jeweils konjugiert—
symmetrischen Hilften, die sich am Kreuzungspunkt wie in einem Scharnier ge-
geneinander drehen. Hierdurch kommt es unendlich oft zu Nullstellen fiir den
Wert Re(s) =0,5.

Veréndert sich der Wert von Re(s), so wird, nun wieder auf Grund des Effektes
der Abstofsung der Partialsummen, einer der beiden Abschnitte der Etafunktion
grofer als der andere, wodurch eine Nullstelle verhindert wird.

Wir sind einer Vielzahl von Vektorenketten begegnet, deren Vektoren v, fiir jedes
n bei gleichen Argumenten spezifisch unterschiedliche Proportionen ihrer Moduli
aufweisen. Dennoch sollten jeweils mehrere dieser Vektorenketten an gemeinsa-
men Punkten der Zahlenebene konvergieren.

Wir miissten erkléren, wie solch explizit ,inkommensurable“ Vektorenketten an
identischen Punkten der komplexen Zahlenebene konvergieren kénnen:
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Nicht nur die alternierenden Zetafunktionen fiir die Werte Re(s) = d und Re(s) =
1 — d miissten beide am Nullpunkt konvergieren.

Die Produktfunktionen ﬁg(alt(s) und m®(,:(s) werden fiir Re(s) = 0, 5 identisch
m
und konvergieren am Punkt Ky 5. Die vier Ketten von Differenzvektoren dieser
identischen Funktionen zu den vier Produktfunktionen ﬁsgalt(s) und m2(ae(s)
m

mit Re(s) = 0,5 £ d mit 0 < d < 0,5 miissten am Punkt —Ky 5 , der Negation
des Punktes Ky 5 , konvergieren. Dies obwohl sie Vektor fiir Vektor spezifisch
unterschiedliche Proportionen der Moduli der Vektoren aufweisen.

Zudem miisste die Proportion der Distanzen der Konvergenzpunkte der zuletzt
genannten Differenzvektoren fiir verschiedene Werte von m dem Verhéltnis der
entsprechenden Quadratwurzeln entsprechen. Dieses Verhéltnis findet sich auch
in den Proportionen der entsprechenden Differenzvektoren vy(,), aber mit einem
Faktor multipliziert, welcher fiir jeden Wert von m, jede Funktion und jeden Wert
von n unterschiedlich ist.

All diese inkommensurablen Differenzvektoren kénnen Vektor fiir Vektor durch
bestimmte Proportionalitatsfaktoren auseinander hervorgehen. Hierdurch weisen
sie fiir (fast) alle Vektoren ganz spezifische Proportionen auf. Diese Proportiona-
litat ist aber eben nicht durchgehend bestimmbar, da die Grofke einzelner, jeweils
unterschiedlicher Vektoren Null wird. Dennoch miissten auch diese Vektorenket-
ten den ganz spezifischen Anforderungen an die Proportion der Moduli ihrer
Konvergenzpunkte im Vergleich mit jenen anderer Funktionen geniigen, sollte es
zur kritischen Gerade symmetrische Nullstellen der alternierenden Zetafunktion
geben.

Die Kette der Abschnitte C),, die Differenzvektoren der beiden Zetafunktionen
mit Re(s) = 0,5+ d mit n > 1 miisste 0 4+ 0 - ¢ von ihrem Ausgangspunkt
konvergieren, d.h. zu ihm zuriickkehren. IThre Vektoren werden aber mit zuneh-
mendem n den Vektoren der alternierenden Zetafunktion fiir Re(s) = 0,5—d mit
0 <d<0,5und n > 1, welche wiederum von ihrem Ausgangspunkt —1 40 -4
entfernt konvergiert, immer dhnlicher (illustriert in Abbildung 9.3, Seite 81) .

Sehr viel wahrscheinlicher als der Fall zweier Nullstellen, die fiir zwei zur kri-
tischen Gerade symmetrischen Werte von s gebildet wiirden, wére, betrachten
wir die Addition der einzelnen Vektoren und der Segmente und liefsen wir die
vor allem fiir Re(s) = 0,5 besonderen Beziehungen der Winkel zwischen den
Vektoren und ihren Moduli einmal aufler Acht, eine singulédre Nullstelle fiir einen
Wert von Re(s) # 0,5. Es wire durchaus vorstellbar, dass sich die Vergrofie-
rungen der einzelnen Abschnitte bei Verdnderung des Wertes von Re(s) von 1
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gegen 0 so auswirken wiirden, dass die Konvergenzlinie fiir einen solchen Wert
von Re(s) durch den Nullpunkt verlduft und eine einzelne, singulére Nullstel-
le bilden wiirde. Dies wére der allerwahrscheinlichste Fall. Moglich wére dann,
dass die Konvergenzlinie fiir diesen Wert von I'm(s) eine Schleife bilden wiirde.
Sehr viel unwahrscheinlicher wére es, dass der Kreuzungspunkt der Schleife auf
dem Nullpunkt zu liegen kommen wiirde. Wiederum viel unwahrscheinlicher aber
wire es, dass dieser schon sehr unwahrscheinliche Fall sich gerade fiir zwei zur
kritischen Gerade symmetrische Werte von s ereignen sollte. Es gibt eben starke
Mechanismen in dem unterschiedlichen Ausmafs der absoluten Vergrokerung der
einzelnen Vektoren und Segmente fiir unterschiedliche Verdnderungen des Wertes
Re(s) vom Wert 1 zum Wert 0 die solche, zur kritischen Gerade symmetrischen
Kreuzungspunkte allgemein erschweren.

Nun haben wir also eine Vielzahl von Fillen von Nullstellen, die theoretisch bei
oberflachlicher Betrachtung nicht ausgeschlossen erscheinen, nicht auf der kri-
tischen Gerade liegen und entweder singulédr oder aber nicht symmetrisch zur
kritischen Gerade auftreten wiirden. Solche Nullstellen sind aber nach der Funk-
tionalgleichung der Riemannschen Zetafunktion nicht méglich.

Es miissten nun sehr gute Griinde angefiihrt werden warum diese, eigentlich viel
einfacher zu verwirklichenden Nullstellen unmdéglich, ,nicht zugelassen® sind, der
extrem unwahrscheinliche Fall zweier zur kritischen Gerade symmetrischer Null-
stellen aber moglich sein sollte. Zumindest kann ich beziiglich der Verédnderung
des Verlaufes der Vektorenkette der Etafunktion keinen Mechanismus entdecken,
der den viel unwahrscheinlicheren Fall moglich machen sollte, zugleich aber die ei-
gentlich viel wahrscheinlicheren anderen Fille von nicht auf der kritischen Gerade
liegenden singuldren oder zur kritischen Gerade nicht symmetrischen Nullstellen
ausschliefen konnte.

Da die Anzahl der unterschiedlichsten inkommensurablen Vektorenketten, wel-
che doch an gemeinsamen Punkten konvergieren sollten, und auch die Menge der
weiteren Bedingungen, welchen die Konvergenzpunkte der alternierenden Zeta-
funktionen und ihrer Produkte geniigen miissten, obwohl sie auch nicht in einem
einzigen Fall erfiillbar scheinen, solchermafien sofort unendlich groft wird, wenn
wir zwei zur kritischen Gerade symmetrische Nullstellen der alternierenden Zeta-
funktion fiir Werte von Re(s) = 0,5+d (mit 0 < d < 0,5) postulieren, verdichten
sich die Anzeichen fiir die Korrektheit der Riemannschen Vermutung zur Gewiss-
heit.

Sicherlich wiirden all diese Probleme l6sbar, wenn, ,wenn“ wir zwei Vektorketten
fir Re(s) = 0,5 + d zeichnen kénnten, die beide am Nullpunkt konvergieren.
Dieses Argument ldsst sich aber auch umkehren: Erst wenn wir zeigen kénnten
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wie all diese unendlich vielen inkommensurablen Funktionen jeweils gemeinsam
an den erforderlichen Punkten konvergieren konnten, wiren wir in der Lage, die
Vektorenketten der zwei besagten Etafunktionen am Nullpunkt konvergierend zu
zeichnen.

Fiir den Wert Re(s) = 0,5 16sen sich diese Probleme sozusagen von selbst, da
dann all die aufgefiihrten Paare und Quadrupel inkommensurabler Vektorenket-
ten jeweils identisch werden und solcherart selbstverstdndlich an den geforderten
Punkten konvergieren kénnen.

(Berufenere sollten, sofern sie dies der Miithe Wert achten, diese Argumentation
auch an Hand der Funktionalgleichung tiberpriifen konnen).

Dabei zeigen diese Betrachtungen, dass es fiir einen anderen Wert als Re(s) = 0,5
keine Nullstelle wird geben konnen.

Die eigentliche Begriindung hierfiir liegt aber im Zusammenspiel der Grofen der
natiirlichen Zahlen n, ihren Quadratwurzeln und den entsprechenden Kehrwerten:

Wir konnten sehen (Seite 73), wie sich die Proportionen des Winkelzuwachses von
Vektor zu Vektor und die entsprechenden Proportionen der Moduli der Vektoren
der Etafunktion fiir die zwei Werte Re(s) = 1 und Re(s) = 0,5 gleichsinnig ver-
dandern. Hierdurch kénnen die Teilfunktionen identische Punkte der Zahlenebene
zum Zentrum ihrer endgiiltigen Spiralbewegung machen. Dies ist eine Voraus-
setzung fiir Nullstellen der Etafunktion, welche fiir Re(s) = 1 und Re(s) = 0,5
auftreten kénnen. Nur fiir Re(s) = 0,5 aber vollziehen die Proportionen der
Moduli aufeinanderfolgender Vektoren der Teilfunktionen die Verdnderung der
Proportionen des Winkelzuwachses der jeweils anderen Teilfunktion direkt und
unmittelbar nach. Fiir geeignete Werte von I'm(s) konnen deshalb die Teilfunk-
tionen (ogq(s) und Cepen(s) im Gleichtakt den Nullpunkt erreichen und diesen
so beeindruckend ineinander verwoben umkreisen, die alternierende Zetafunkti-
on gegen ihn konvergieren und die Funktion ((s) letztlich diesen zum Zentrum
ihrer endgiiltigen Spiralbewegung machen. Hierdurch kommt es auch zu einer
nichttrivialen Nullstelle der Riemannschen Zetafunktion.

Im Falle der Produktfunktionen %Calt(s) und m®¢,(s)

gilt nur fiir Re(s) = 0,5 :

1
2+ﬁ:\/§

1

-

bzw. allgemein:

NG



Allein auf Grund dieser ebenso einfachen wie wunderbaren Proportion kénnen die
Produktfunktionen fiir diesen einen Wert Re(s) = 0,5 identisch werden und so
gemeinsam an einem Punkt konvergieren. So erweist sich die Proportion zwischen

den Kehrwerten der Zahl n und ihrer Quadratwurzel /n : — und — als ent-
n n

scheidend fiir jede Nullstelle der alternierenden und damit auch der Riemannschen
Zetafunktion.

Edwards schreibt 1974 [2]: ,Even today, more than a hundred years later, one
cannot really give any solid reasons for saying that the truth of the Riemann hy-
13

pothesis is “probable”.” und fahrt etwas spéter fort: ,However, any real reason, any
plausibility argument or heuristic basis for the statement, seems entirely lacking.*
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Anhang A

Anhang

A.1 Ahnlichkeit der Etafunktionen fiir unterschied-
liche Re(s)

Um die Zusammenhénge zwischen den einzelnen Funktionen fiir unterschiedliche
Werte von Re(s) besser verstehen zu kénnen, betrachten wir die Abbildungen 4.3,
Seite 32 und 10.2, Seite 86. Fast offensichtlich erscheint hier, dass die Linie des
Konvergenzpunktes einen gebogenen Verlauf nimmt. Um uns diesen Verlauf und
auch regelméfig vorkommende Schleifenbildungen dieser Linie besser erklaren zu
koénnen sollten wir Abbildungsvorgénge, iiber die wir die einzelnen Vektorketten
fiir unterschiedliche Werte von Re(s) auseinander hervorgehen lassen kénnen,
noch etwas naher betrachten:

Wie kénnen wir die einzelnen Verldufe der alternierenden Zetafunktion fiir unter-
schiedliche Werte von Re(s) erzeugen? Am anschaulichsten ist meines Erachtens
folgende Vorgehensweise: Wir beginnen mit dem Verlauf der alternierenden Ze-
tafunktion fiir den Wert Re(s) = 0 : Alle Vektoren haben die Linge 1. Wir sehen
einen bestimmten Verlauf, welchen wir in einigen Beispielen schon betrachtet ha-
ben. Wir kénnen hierbei Schleifen, Spiralen etc. erkennen. Zuletzt umkreist die
alternierende Zetafunktion einen bestimmten Punkt der Zahlenebene in einem
Stern. Wir kénnen die Verlaufe fiir die anderen Werte von Re(s), wir wollen
dabei im Beispiel Re(s) = 0,5 und Re(s) = 1 wihlen, wie folgt erhalten: Der
erste Vektor ist fiir alle Funktionen gleich(Lénge 1). Wir sind am Punkt 1 auf
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der x—Achse angelangt. Nun multiplizieren(verkleinern) wir die restlichen Vek-
toren, die gesamte restliche Figur mit allen Schleifen und Spiralen einmal mit
den Faktoren 3 (fiir Re(s) = 1) und % (fiir den Wert Re(s) = 0,5); dies kann
durch proportionale Abbildung nach dem Strahlensatz, mit Zentrum beim Punkt
1 auf der x—Achse, geschehen. Nun haben die Vektoren mit n < 2 die korrekten
Léngen. Von ihnen gehen 3 zueinander proportionale Vektorenketten aus: Ein-
mal die urspriingliche von der Spitze des Vektors mit der Léange 1, alle Vektoren
haben die Lange 1(fiir Re(s) = 0. Von der Spitze des Vektors der Lange % (fiir
Re(s) = 0,5) geht eine entsprechende Vektorenkette aus, deren Vektoren alle

die Lange % haben. Zuletzt sehen wir die kleinste Vektorenkette, alle Vektoren

mit der Linge 3 (fiir Re(s) = 1), welche vom Vektor mit Modulus 3 ausgeht.

Von diesen Abgangspunkten aus wiederholt sich das Spiel: Die Vektorenketten
werden verkleinert, die kleinste, fiir Re(s) = 1, nun so, dass alle Vektoren die
Léange % annehmen, die Vektoren fiir den Wert Re(s) = 0,5 die Lénge %, die
Vektorenkette fiir Re(s) = 0 bleibt unveréndert. Dabei bleibt jeweils die Gesamt-
figur mit ihren Schleifen und Spiralen erhalten, die Verkleinerung vollzieht sich
bei beiden zu verkleinernden Vektorenketten parallel. Das Zentrum der Verklei-
nerung der Vektorenketten im zweiten Abbildungsschritt ist jeweils die Spitze des
entsprechenden 2. Vektors. Dieses Spiel wiederholt sich nun unendlich oft. Bei je-
dem dieser Schritte ist die parallele Verkleinerung der entsprechenden Vektoren
fiir die Funktion mit Re(s) = 1 relativ und absolut am grofiten, wenn wir die
resultierenden Vektoren mit den Ausgangsvektoren mit Modulus 1 vergleichen
(Abbildung 6.1, Seite 59, links).

Wir kénnen dies auch darstellen an den Betragen(Moduli) der Differenzvektoren,
welche wir von den Vektoren der Lénge 1 subtrahieren miissen, um die verklei-
nerten Vektoren der Funktionen mit Re(s) = 1 bzw. Re(s) = 0,5 zu erhalten:
Die Lénge [ dieser Differenzvektoren erhalten wir durch:

l=— —1= ( (A1)

n 1 2 3 4 100

Re(s) =0 0 0 0 0 0
_ _1-v2  _1-v3 _1-V4 _9
Re(s) =0,5 0 % v v 1

Wir sehen dabei, dass die einzelnen Differenzvektoren umso gréfer sind, je mehr
wir uns dem Wert Re(s) = 1 ndhern. Hieraus resultiert (nach dem Prinzip der
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,Abstoffung® der Partialsummen), dass der Abstand des Konvergenzpunktes der
Summe dieser Differenzvektoren vom Konvergenzpunkt der alternierenden Zeta-
funktion fiir den Wert von Re(s) = 0 am groften ist fiir den Wert Re(s) = 1,
der Abstand umso kleiner, je mehr wir uns dem Wert Re(s) = 0 annéhern. Die-
se Verdnderung ist stetig. Ausgehend vom Konvergenzpunkt der alternierenden
Zetafunktion fiir den Wert Re(s) = 0, entfernt sich der Konvergenzpunkt der
alternierenden Zetafunktion fiir zunehmende Werte von Re(s) kontinuierlich, er-
reicht seinen grofsten Abstand fiir den Wert Re(s) = 1. Dies kénnen wir z.B. in
der Abbildung 4.3, Seite 32 und 7.1, Seite 66 illustriert sehen.

A.2 Groflenverhiltnisse der einzelnen Abbildungs-
schritte

Durch konsekutive Abbildungen kénnen wir alle Etafunktionen der Realwerte
mit 0 < Re(s) < 1 aus der Etafunktion mit Re(s) = 0 gewinnen.

Gehen wir von einer Ausgangskette von Vektoren mit der Linge 1 aus (Re(s) =
0). Im ersten der oben angegebenen Schritte verkleinern wir diese Kette im

Verhéltnis py = ﬁ fiir die verschiedenen Werte von Re(s). Der Abstand
des Konvergenzpunktes bei den inzwischen noch zu untersuchenden Werten von
Im(s) > 2,4 -10'2 fiir Werte von Re(s) nahe 0 ist sehr weit vom Nulllg)unkt
entfernt, da es bei diesen Werten von Im(s) sehr lange, mit n > 2’4% méa-
andrierende Ketten von Vektoren gibt, deren Linge 1 betrdgt, wodurch diese
Schleifen, welche fiir Re(s) = 1 sehr kompakt sind, sehr stark aufgeweitet wer-

den.

Hierdurch ist das Ausmafs dieser ersten Verkleinerung absolut gesehen sehr grofs.
Sie verlauft direkt auf den Punkt 1 auf der x—Achse zu. Die Konvergenzpunkte
liegen nach der ersten Abbildung alle auf einer einzigen langen Gerade, welche
vom Konvergenzpunkt der alternierenden Zetafunktion fiir den Wert Re(s) = 0
bis zum Konvergenzpunkt der auf die halbe Grofe verkleinerten Abbildung reicht.
Diese Gerade geht durch den Punkt 1 auf der x—Achse. Die Konvergenzpunkte
sind nach dieser ersten Abbildung immer noch recht weit vom Nullpunkt und dem
Punkt 1 auf der x—Achse entfernt. Hierdurch verlduft die Richtung der nichsten
Abbbildung fiir alle Werte von Re(s) weitgehend parallel zur Richtung der ersten
Abbildung(in Richtung der Abgangspunkte des Vektors mit n = 3), in jedem
Fall auf Punkte zu, welche in einem Kreis mit Radius 1 um den Punkt 1 auf
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Re(s)=0 | Re(s)=0,5 | Rew=1 |

-~
L = S e

— i -y=2_

— W@ﬁ

Sukzessive Verkleinerung der Kurven,
Im(s) = 30,42; Re(s): grau: 0 blau: 0,5 rot: 1
oben: entsprechende Originalverliufe

Abbildung A.1:
Schrittweise Verkleinerung der Ausgangsfigur fiir Re(s) = 0, bis sich letztlich
die korrekten Vektoren(unten farbig fiir die ersten 8 Vektoren dargestellt) fiir
Re(s) = 0,5 und Re(s) = 1 ergeben. Unten: Verschiebung des Abbildes des
Konvergenzpunktes bei jedem Abbildungsschritt, blaue Linie: fiir Re(s) = 0,5,
rote Linie: fiir Re(s) = 1. Oben: Resultierende Vektorenketten, links: Re(s) =
0, Mitte: Re(s) = 0,5, rechts: Re(s) =1

der x—Achse liegen. Nun wird also die verbliebene Figur, alle Vektoren der Grofe
2Re(s)
3Re(s)
dieser Linie verlduft die ndchste Abbildung, welche ebenfalls noch einmal eine
relativ grofle Verschiebung der Konvergenzpunkte mit sich bringt.

1
(2Re(s)> , mit dem Faktor ps = verkleinert. Weitgehend in Richtung

Die absolute Grofe der Verschiebung der abgebildeten Konvergenzpunkte wird
im Vergleich mit den ersten Abbildungen durch die Verkleinerung der noch zu
verkleinernden Strecken fiir hohere Werte von n rasch kleiner. Alle Verschie-
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links:
sukzessive Verkleinerung
der Figur (Im(s) =2181,5
180 Verkleinerungsschritte
dargestellt
Re(s): grau: 0
b blau: 0,5
rot: 1

ganz oben: Verlauf fiir (von links nach rechits):
Re(s)=0 Re(s) =10,5 Re(s) =1

Mafistab verkleinert, Koordinatensystem jeweils
von -2 bis +2 fiir die x- und y- Achse dargestellt

Abbildung A.2:
Verkleinerung der Ausgangsfigur fiir Re(s) = 0, analog Abbildung A.1

bungen um grofse Werte ergeben sich, wenn die abgebildeten Konvergenzpunkte
noch relativ weit vom Nullpunkt entfernt zu liegen kommen. Dann sind aber
die Richtungen ihrer Abbildungen noch weitgehend zentripetal in Richtung auf
die Region um den Punkt 1 auf der x—Achse (da ja auch die Punkte auf den
Vektoren mit n = 2, n = 3 etc., welche zum Zentrum der jeweiligen Verkleine-
rungen werden, von den noch weiter entfernten Konvergenzpunkten aus gesehen,
dicht beieinander liegen). Wir kénnen uns also die Differenzvektoren, welche vom
Konvergenzpunkt der alternierenden Zetafunktion fiir Re(s) = 0, zu den ent-
sprechenden Konvergenzpunkten der alternierenden Zetafunktion mit groferen
Werten von 0 < Re(s) < 1 fithren vorstellen als eine Kette von Vektoren mit
rasch abnehmender Lénge. Dabei sind jeweils die ersten Vektoren sehr groff und
bilden nur kleine Winkel zu den jeweils vorangehenden. Die grofsen Verschiebun-
gen fiir kleine n addieren sich, da sie weitgehend gleichgerichtet sind. Wir sehen
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eine Art Ballett, in welchem fiir jeden Abbildungsschritt die Spitze des korrekt
wiedergegebenen Vektors die Spitze der aus den Vektoren der identischen Lange
bestehende Vektorenkette sozusagen anzieht. Erst mit groferer Zahl der Abbil-
dungen bilden die Vektoren grofere Winkel untereinander, kommt es zu Bogen
etc.. Mit hoheren Werten von n sind aber die Langen der Vektoren bereits sehr
klein, die resultierende Beeinflussung des Gesamtresultates ebenso.

Dabei ist auch die Richtung der konsekutiven Abbildungen unterschiedlich, al-
lerdings fiir jede Abbildung fiir alle Werte von Re(s) immer parallel, die Unter-
schiede heben sich dadurch, dass die Richtung der Parallelverschiebungen jeweils
wechselt, immer wieder teilweise auf.

Durch diesen Vorgang wird der Konvergenzpunkt unserer Ausgangsfigur auf ei-
ne Linie abgebildet, deren Verlauf sich im wesentlichen an den Ergebnissen der
ersten Abbildungen orientiert, diese sind aber weitgehend Zentralprojektionen
in Richtung auf ein gemeinsames Zentrum. Letztlich resultiert als Ergebnis eine
etwas gebogene Linie, welche von einem relativ weit vom Nullpunkt entfernten
Konvergenzpunkt der Ausgangsfigur durch den Nullpunkt auf die Umgebung des
Punktes 1 auf der x—Achse zuléuft.

Zu einer Schleifenbildung kann es hierbei aber erst sehr spat kommen. Schleifen-
bildungen der Konvergenzlinie bei konstantem I'm(s) sind moglich, der Umkehr-
punkt liegt dabei im Bereich 0,5 < Re(s) < 1 . Fiir eine zur kritischen Gerade
symmetrische Nullstelle miisste er aber im Bereich 0 < Re(s) < 0,5 liegen (Fiir
Werte unterhalb von Re(s) = 0,5 ist die Verschiebung des Konvergenzpunktes
wesentlich grofer bezogen auf gleiche Differenzen des Realwertes, verglichen mit
denselben Intervallen im Bereich 0,5 < Re(s) < 1).

Dargestellt ist dies in den Abbildungen A.1, Seite 105, A.2, Seite 106 und A.3,
Seite 108.
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Im(s) = 12299,75
Re(s): grau: 0
blau: 0,5
rot/griin: 1

sl

Ausschnitt-
vergrilerung
oben: von links nach
rechts: verkleinert
Re(s)=0
Re(s)=0,5
Re(s)=1

Abbildung A.3:

Analog Abbildung A.1, mit Pfeilen im vergroferten Ausschnitt markiert: kor-
respondierende Stellen der beiden sich ergebenden Linien der Verschiebung der
Abbilder der Konvergenzpunkte(blau: Re(s) = 0,5 rot: Re(s) = 1)




